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Sammanfattning

AKS-algoritmen undersoker om ett tal dr ett primtal eller inte. Den pre-
senterades i augusti 2002 av Agrawal, Kayal och Saxena och &r den forsta
algoritmen som ar bade deterministisk och polynomiell, alltsa ger den rétt
svar for alla tal inom en tid som &r ett polynom av antalet siffror.

Liksom flera andra algoritmer dr den baserad pa Fermats lilla sats, som inte
kan anvindas direkt eftersom bade alla primtal och vissa sammansatta tal
uppfyller den. Hér testar man nagra polynom upphdéjda till det undersokta
talet och de &r vil valda sa att inga sammansatta tal kan slinka igenom. Bade
antalet polynom och deras grad &r sma i forhallande till det undersokta talet.

Forst visar jag algoritmen i pseudokod. Infor den senare analysen introdu-
cerar jag grundldggande talteori och algebra, bland annat modulordkning,
ringar och kroppar. Déarefter berdknar jag algoritmens komplexitet rad for
rad. Slutligen bevisar jag att den svarar rétt for bade primtal och samman-
satta tal.
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Kapitel 1

Inledning

Primtal ar sadana heltal storre &n 1 som bara &ér delbara med sig sjélva och
talet 1. Redan under antiken var de intressanta for matematiker, till exempel
for Euklides som visade att det finns odndligt manga primtal [Tho91]. Pierre
de Fermat formulerade ar 1640 sin lilla sats: om p dr ett primtal som inte
delar a sa delar det a?~! — 1. Det finns tyvirr sammansatta tal b som delar
aP~! — 1 for vissa a, sa Fermats lilla sats kan inte direkt anvindas for att
bestdmma om ett tal 4r primtal eller inte, utan den maste kombineras med
andra satser [Rie94], [Cal].

En av anledningarna till intresset for primtal &r att de &r relativt ldtta att
hitta medan det ar svart att faktorisera produkten nir man vil har multipli-
cerat tva primtal. Miller 4r en av manga som har studerat primtal de senaste
artiondena. Ar 1975 hittade han pa en algoritm som #r polynomiell, dvs ti-
den under vilken den utfors beror pa antalet siffror upphajt till en konstant.
Eftersom den baseras pa den utokade Riemanns formodan sa har man inte
kunna bevisa att den gor ratt [Mil76]. Fran den utvecklades Miller-Rabins
algoritm, vars nackdel &r att den inte &r deterministisk utan slumpmaéssig.
Den baseras pa Fermats lilla sats och gor fel med viss sannolikhet for ett
visst a. Felsannolikheten kan minskas hur mycket man vill, genom att gora
om testet for andra vérden pa a [Rab80]. Dérfor anvindes Miller-Rabins al-
goritm for att skapa stora primtal for kryptering pa 1980-talet och pa det
tidiga 1990-talet [Smi02]. Den ersattes av Maurers metod som inte avgor om
ett tal &r primtal utan skapar tal som bevisligen &r primtal [Mau94].

Ar 1983 presenterades en algoritm som tar O((lgn)©Ue18187)) berikningar,
vilket &r betydligt snabbare &n tidigare deterministiska algoritmer [APR83].



Den ar dock betydligt langsammare én Miller-Rabins slumpmaéssiga algoritm.
Under de tre senaste artiondena har flera olika slumpméssiga algoritmer pre-
senterats, sasom Atkin-Morains [AM93].

I augusti 2002 presenterade Manindra Agrawal, Neeraj Kayal och Nitin Sax-
ena vid Indian Institute of Technology Kanpur den numera bendmnda AKS-
algoritmen som dr den snabbaste algoritmen att helt sdkert bestdmma om ett
tal dr ett primtal eller inte [AKS02]. Den &r bevisat polynomiell, alltsa tiden
som det tar for algoritmen att avgora om det &r ett primtal ar logaritmen av
talet upphdjt till en konstant.?

Uppsatsens syfte ér att beskriva AKS-algoritmen. Forst presenteras sjilva
algoritmen och sedan definitioner av olika begrepp inom talteori och algebra.
Dérefter foljer en berikning av hur snabb algoritmen &r och ett bevis pa att
den svarar rétt.

!Diverse material om AKS-algoritmen finns sammanstéllt pa [Sti] och [Car].



Kapitel 2

AKS-algoritmen

Hér presenteras Lenstras variant enligt [Ber] och [Gil]. Jag har anvént pseu-
dokod med viss inspiration fran C. Indragning av en rad betyder att den
tidigare instruktionen (om, medan, fér alla) giller det indragna. n &r talet
som ska testas. Det ska vara ett heltal storre én 1.

1 om n = a® dir a och b &r heltal storre #n 1 svara SAMMANSATT
27r—3, Ne—(m—1)(n2—-1) - (nlenl’~1 _1)
3 medanr < n

4 omsgd(r,n) # 1 svara SAMMANSATT

5 omr dr ett primtal och r inte delar N g& till rad 7

6 re—r+1

7 for allaa fran 1 tillr

8 om(zr—a)"# (2" —a) (mod z" — 1,n) svara SAMMANSATT
9 svara PRIMTAL

I slingan, raderna 7-8, ar talet r ett primtal och det finns inga primtal mindre
an eller lika med r som delar n. Med lg n menas logaritmen av n med basen 2.

Rad 8 &r huvudtestet som for primtal aldrig kan ge svaret SAMMANSATT
tack vare Fermats lilla sats, som ar grunden for flera primtalstest. Ett primtal
uppfyller den alltid liksom vissa sammansatta tal. Sa den duger inte. Man
skulle ju kunna testa alla ¢ mindre &n n. Det &r ett uttémmande test som



aldrig ger ett falskt svar for ett sammansatt tal. Det tar dock for lang tid
eftersom antalet test blir lika med det testade talet n. Man vill ha ett test
vars tidsatgang ar begransad av ett polynom i antalet siffror i talet n.

Millers algoritm har uppnatt detta genom att gora en utvidgning av Fermat-
testet for alla a fran 2 till 21g® n. Den begrinsade méingden av testade a gor
att denna algoritm &r polynomiell i lgn. Pa grund av att det saknas en lank
i beviskedjan kan man inte séga att denna algoritm #r uttémmande. Aven
hér gar det att gora den uttommande genom testa alla a énda till n. Det &r
inte heller nagon bra idé.

Sedan rdknade Rabin ut ”sannolikheten” (i en viss mening) for att ett tal
som gick igenom denna utvidgningen av Fermattestet for ett visst a dnda
dr sammansatt. Sannolikheten dr hogst 1/4. Sa med ¢ olika vérden pa a far
man att sannolikheten for att ta ett sammansatt tal for ett primtal &r 1/4%.
Sa denna algoritm &r inte deterministisk utan slumpméssig.

I AKS-algoritmen gor man rad 8-testet 161g° n ganger. Detta test &r baserat
pa Fermattestet och de enda sammansatta tal som slinker igenom detta test
ar potenserna av primtal, som kommer att upptéckas allra forst i algorit-
men, rad 1. For att detta relativt lilla antal utvidgade Fermattest ska vara
uttommande maste hjilpvariabeln r uppfylla vissa villkor. Den forsta slingan
hittar alltid ett sadant r.



Kapitel 3

Relevanta matematiska begrepp

I detta kapitel forklarar jag heltalsaritmetik. Jag borjar med att presentera
modulordkning, som betecknas a = b (modn), och sedan gar jag igenom
grupper, ringar och kroppar, som &r méngder med en eller tva operationer,
+ och -. Jag grundar mig pa [BB96], [Chr75] och [EG02].

Definition 1 FEn delare till eller en faktor i ett heltal a dar ett heltal b sadant
att det finns ett tal ¢ sa att a = be. Det betecknas bla och man sdger att b
delar a. Talet a sdges ocksa vara en multipel av b

Ezempel: Det géller att 1|6, —2|6, 6] — 6, —3| — 6, 5 f6 och —4 /6.

Ezempel: Mangden av alla multipler av 6 ar {. .., —18,—12,—6,0,6,12,18,...}
som betecknas 6Z.

For alla heltal har vi en divisionsalgoritm formulerad som:

Sats 2 For alla heltal a och b dédr b > 0 finns det tva heltal, en kvot k och
en restr, sa att a =kb+1r dir 0 <r <b.

Bewvis: Betrakta Rt = {a—b-k |k € Z,a—b-k > 0}, méngden av alla tdnkbara
icke-negativa rester. Rt innehaller elementet a —b (—|a|) = a+0b-|a| eftersom
b > 0. Sa R' innehaller minst ett element och alla element &r positiva, alltsa
maste den innehalla ett minsta element r, enligt induktionsprincipen.



Antag att r > b, da finns det ett s sadant att s=r—b=a—0b(¢g+1) € RT
och s < r. Det &r en motségelse eftersom r dr det minsta elementet, sa r < b.
Eftersom r ska vara icke-negativt sa blir 0 < r < b.

Eftersom r € R™ sa finns det ett tal k sa att a — bk = r. Alltsa finns kvoten
k och resten r.

Antag att det finns tva andra heltal k', 7’ sa att a —bk’ = r’. V&lj dem sa att
r > r’. Genom att kombinera detta med a—bk = r sa fas att r’+bk" = r+bk,
vilket ger att r — 1" = b (k' — k). Alltsa b|(r — ') men r — r’ maste ligga i
intervallet [1,b — 1], vilket dr en motségelse. Sa da maste ' — r = 0 vilket
gor att k = k’. Alltsa ar divisionen entydig. [J

Exempel: 7=1-44+30ch 8=2-4+0.

Definition 3 Ett primtal dr ett positivt heltal p > 1 vars enda positiva delare
ar 1 och p. De andra heltalen storre dn 1 bendmns sammansatta.

Ezxempel: 2, 3, 5 och 17 ar primtal medan 4, 6 och 21 &r sammansatta.

Definition 4 Den storsta gemensamma delaren av tva tal a och b dr ett tal
d som delar bade a och b och ddr varje delare till bade a och b delar d. Talet
d betecknas sgd (a,b).

Ezempel: sgd (4,6) = 2 medan sgd (4,21) = 1 liksom sgd (5,6) = 1 och
naturligtvis sgd (3,5) = 1 eftersom bégge talen &r primtal.

Definition 5 Twa heltal a och b dr relativt prima om sgd (a,b) = 1.

Exempel: 4 och 21 &r relativt prima dven om inget av dem &r primtal, medan
4 och 2 &r inte relativt prima eftersom 2 delar bade 2 och 4.

3.1 Modulorikning

I algoritmen rédknar man modulo n, alltsa med resterna vid division med n.
I stéllet for likhet mellan tva tal, har man kongruens mellan tal som skiljer
sig med en multipel av n.



Definition 6 Att a dr kongruent med b modulo n, betecknat a = b(mod n),
betyder att a och b har samma rest vid division med n.

Det kan formuleras om till ett ofta anvént uttryck:
Sats 7 Om a =b (mod n) san|(a—0b)

Bevis: Enligt definition 6 innebdr a = b (mod n) att a = ¢n + r och
b = gan+r dér ¢; och g ar heltal och r € [0,n—1]. Da blir a—b = (¢1 — ¢2)n,
vilket dr det samma som n|(a — b). O

Exempel: 1 kongruensen 1 = 5 (mod 4) ar resten 1. I 7 = —3 (mod 5) &r
resten 2, liksom i 2 =6 (mod 4).

Niésta steg &ér att undersoka hur rdknereglerna fungerar:

Exempel: Utgaende fran 1 = 5 (mod 4) och 2 = 6 (mod 4) géller 1 +2 =
5+ 6 (mod 4) eftersom 3 =11 (mod 4).

Pa liknande sitt kan man ga fran 2 = 6 (mod 4) till 0 = 4 (mod 4) eftersom
2—2=6-—2 (mod 4).

Sa additionen och subtraktionen verkar fungera som vanligt.

Ezempel: Om vi utgar fran 2 = 5 (mod 4) och multiplicerar bagge leden med
2farvil-2=2-5 (mod 4) vilket d&r 2 = 10 (mod 4), vilket stdmmer.
Studera 2 = 6 (mod 4) vilket &r 2-1=2-3 (mod 4) men 1 # 3 (mod 4).
Déremot fungerar det att ga fran 3 = 27 (mod 4) till 1 =9 (mod 4)

Alltsa multiplikationen verkar ocksa fungera som vanligt medan divisionen

fungerar bara for vissa tal. Sa lagarna fér modulordkning kan formuleras som:

Sats 8 a Oma=c (mod n) ochb=d (mod n) sia+b=c+d (mod n).
b Ona+b=a+d (mod n) sab=d (mod n).
c Oma=c (mod n) ochb=d (mod n) sa ab= cd (mod n).

d Om ac = bc (mod n) och sgd(c,n) =1 sa a =0b (mod n)

Beuwis:



a Eftersom n|(a — ¢) och n|(b — d) sa n|(a — ¢) £ (b — d), vilket ger att
nla+b— (c+d). Detta ger att a £b = ¢+ d (modn).

b Om n|(a+0b) — (a + d) sa n|b —d.

¢ De tva givna villkoren kan omvandlas till n|ab — bc och n|bc — cd genom
multiplikation. Da géller att n|ab — be + be — cd vilket ger nfab — cd.

d Fran den givna forutséttningen fas att ac = be+ qn vilket divideras med c.
Det ger att a = b+<*. Da maste £* vara ett heltal. Eftersom sgd (n, c) =
1 sa maste ¢ dela g och da &r £* en multipel av n. Alltsa a = b (mod n).

g

For ett positivt heltal n, lat Z,, vara méangden {0,1,...,n —2,n — 1}. Om
additionen och multiplikationen utfors modulo n, ligger summorna och pro-
dukterna i mangden. Operationerna ar alltsa slutna.

Eftersom sgd(2,4) = 2 medan sgd(3,4) = 1 sa gar det inte alltid att dividera
med 2 men didremot med 3. Skillnaden mellan elementen 2 och 3 i Z, uttrycks
pa foljande satt:

Definition 9 En nolldelare dr ett element a i Z,, sa att ab =0 (mod n) for
nagot nollskilt b i Z,,.

Definition 10 FEit inverterbart element dr ett element a i Z, sa att ab =
1 (mod n) for nagot b i Z,.

Ezempel: 1 Zg = {0,1,2,3,4,5} dr 1 och 5 inverterbara element med inver-
serna 1 och 5 medan 2, 3 och 4 &r nolldelare.

For att ga fran att rdkna modulo n till modulo m dar m &ar en faktor i n
anvéands foljande lemma:

Lemma 11 Om a =b (mod n) och m|n sa dr a =b (mod m).

Beuvis: Det forsta villkoret ger att a — b = k- n och det andra att n =m - ¢
saa—b=k-m-c=k -mdark'=k-c. O



Definition 12 Ordningen for ett tal a modulo n, betecknat o,(a) dr vad man
maste upphdja a till for att komma tillbaka till 1 modulo n.

on(a) = m}gn{k 'k €Zy,a" =1 (mod n)}

Exempel: Studera Zs = {0,1,2,3,4}. Dér &r o5(2) = 4 eftersom 22 = 4,
23 = 8 = 3 (mod5) och slutligen 2 = 16 = 1 (mod 5). P4 samma siitt blir
05(3) = 4 medan o05(4) = 2 dérfor att 4> = 16 = 1 (mod 5).

Lemma 13 a’ =1 (mod n) om och endast om o,(a)|b .

Bevis: Antag att o,(a) /b vilket uttrycks som att b = k - o,(a) + r dar
1 <r <o,(a)—1.Dablir a® = aFornld+r = (aon(a))k-a’" = a" (mod n) eftersom
a®® =1 (modn). Da maste a” = 1 (mod n) vilket #r en motsigelse eftersom
definitionen ir o,(a) det minsta positiva heltalet k sa att a® = 1 (modn).
Alltsa maste r vara 0 och o,(a)|b.

Om o,(a)|b sa &r b=k - o,(a). Da &r a® = aFonl@) = (a"”(“))k =1 (mod n).

g

Har dr tva lemmor som har att gora med faktorer i ett tal och i ett polynom:
Lemma 14 Om p dr ett primtal sd dr p* — 1|p° — 1 ekvivalent med att alb.

Bevis: Forutsittningen kan skrivas som p® — 1 = k (p® — 1) vilket #r samma
sak som p® = 1 (mod p® — 1). Enligt lemma 13 &r detta ekvivalent med att
0pa_1(p)|b. Genom att forma om definition 12 sa far man att o,e_1(p) =
mingez, {k : p* — 1|p¥ — 1}, vilket maste vara a. Alltsa a|b. O

Lemma 15 z" — 1|2 — 1

Bevis: (a7)* = <(:L”’)k_1 b @) 1) (@ —1)+1.0

Eftersom sgd (p,n) = 1 for alla n som inte dr en multipel av primtalet p sa
blir det speciella lagar for rakning mod p dér p &r ett primtal.

10



Sats 16 (a +b)? = a? + b (mod p) om p dr ett primtal.

Bevis: Binomialutveckling ger (a+b)? = >0 (?)a’d*~" dér binomialkoeffi-

cienterna #r (7) = % utom for i = 0 och i = p da de ar 1. Eftersom p
ar ett primtal sa finns det ingen term i ndmnaren som eliminerar p ur tiljaren.
D4 #r binomialkoefficienten delbar med p. Alltsa (?) = 0 (mod p) utom for
i = 0 och i = p. Da blir det bara kvar a” och b fran binomialutvecklingen.

g

Sats 17 Fermats lilla sats: a? = a (mod p) for alla a € Z om p ar ett
primtal.

Bevis: Genom induktion fran sats 16 fas att (a +b+c+...)? = aP + 0P +
c®+ ... (mod p). Det ger att

A =1+1+...41)=1"+1"+...4 1P =qa (mod p) . O
a st;,cken a St;',cken

Slutligen fas foljande som é&r viktigt for rad 8 i algoritmen, som testar likhet
mellan tva polynom i variabeln z, som genomgaende kommer att anvéndas
som polynomvariabel.

Sats 18 (x — a)? = 2P — a (mod p) om p dar ett primtal.

Bewis: T binomialutvecklingen &ar enligt sats 16

<p> :p-...-(i.—p—I—l) =0 (mod p)Vie[l,p—1].

) 7!

Dérfor forsvinner alla termer utom den av hogst grad och den av lagst grad,
dér sats 17, Fermats lilla sats, ger a”? = a (mod p). O

11



3.2 Grupper

For att beskriva hur modulorédkningen fungerar med de olika rédknesétten +
och -, borjar jag med att definiera en grupp som &ar en mangd med bara en
operation.

Definition 19 FEn grupp (G,-) dr en icke-tom mdingd G tillsammans med
en bindr operation - pa elementen G sa att foljande villkor uppfylls:

Slutenhet: Va,b € G sa dr a-b ett entydigt definierat element i G.
Associativitet: Va,b,c € G sa dra-(b-c)=(a-b)-c.

Identitet: Det existerar ett e € G sa att e-a = a och a-e = a for alla
a€qG.

1

Invers: For alla a € G existerar det ett element i G betecknat a=™ sa att

a-at=eocha ' a=e.

I denna uppsats ar alla grupper abelska, vilket innebér:

Definition 20 En grupp dr abelsk om operationen dr kommutativ:
Va,b € G sa ira-b=">0-a.

Ezempel: (Z,+) ar en grupp dér identiteten &r 0 och inversen till 4 &r —4.
Déremot ar inte (Z\{0}, -) en grupp eftersom bara 1 och -1 har inverser. Infor
beteckningen Z* for méngden {1, —1}. Da blir (Z*,-) en grupp.

(Q, +) dr ocksa en grupp. Alla element i Q utom 0 har multiplikativa inverser.
Dérfor definierar vi Q* = Q\{0} och bildar den multiplikativa gruppen.
(Q*,-). Pa samma satt ar (R,+), (C,4), (R*,-) och (C*,:) grupper dér
R* = R\{0} och C* = C\{0}.

Dessa grupper ar odndliga medan foljande exempel har ett &dndligt antal
element.

(Zy,+) dar Zy = {0,1,2,3} och additionen riaknas (mod4). Da géller likhe-
terna 2+ 3 =1 och 3+ 3 = 2 i gruppen.

12



) dir Z7 = {1,3}. Eftersom 3-3 = 9 =1 (mod 4) sd ar 37! = 3 i

5,+) dir Zs = {0,1,2,3,4} och 1+4 =00ch 243 =0sa —1 = 4 och
—2 = 3 eftersom inverserna betecknas med minustecken i en additiv grupp.

X
4
X
4

(Z
(Z
(Z

(ZZ,) diir Z¥ = {1,2,3,4} 3-2 = 1 = 4 (mod 5) s& 3 = 2 (Z%,.).
4-4=16=1 (mod 5)sa 4! =41 (Z,).

Om vi rdknar modulo n har heltalen ..., —2n+4, —n+4,4,n+4,2n+4,...
samma rest och de motsvarar elementet 4 i gruppen (Z,,, +). Pa sa sitt har
vi en koppling mellan moduloridkningen i stycke 3.1 och beskrivningen med

en grupp.

Definition 21 (H,-) dr en delgrupp av (G,-) om H dr en delmdngd av G
och operationen - pa elementen i H uppfyller villkoren i definition 19.

Grupper noteras ofta utan att ange operationen. Sa Z; avser oftast den
multiplikativa gruppen och Zs5 den additiva.

Ezempel: Den additiva gruppen Zg = {0,1,2,3,4,5} har delgrupperna {0}
(den triviala), Zs = {0,1}, Z3 = {0, 1,2} och Z¢ = {0,1,2,3,4,5} (sig sjélv).
Den additiva gruppen Zs = {0,1,2,3,4} har inga andra delgrupper dn den
triviala och sig sjélv.

Vi har en viktig typ av grupper, de cykliska:

Definition 22 Den cykliska delgruppen av en grupp G genererad av a defi-
nieras som mdngden (a) = {a" : n € Z}.

Om G = (a) for nagot a € G sa dar G en cyklisk grupp och a en generator.

Ezempel: Gruppen (Q,+) ar inte cyklisk eftersom den genereras av {%} for
alla positiva heltal n. Diremot om man fixerar n sa ér en {-} en cyklisk
delgrupp.

Diremot éir Z = (1) ={...,a?*=-2,a'=—-1l,e=0,a=1,a>*=2,...} en
additiv cyklisk grupp. Har anvénds standardnotationen for cykliska grupper
med identitetselementet 0 som e, generatorn 1 som a och operationen multi-
plikationsliknande. Till exempel éir 3 = 3-1 = a® dir det sista ledet anviinder
standardnoteringen.

13



Den additiva gruppen Zs = {0, 1, 2} genereras ocksa av elementet 1. Eftersom
den &r dndlig medan Z &r odndlig sa kriavs det en regel att 1 +1+1 =0
vilket dr a® = ¢ med e som 0 och a som 1. Hela gruppen kan skrivas som
Zs=(1)={e=0,a=1,a* =2}

Sats 23 Alla delgrupper av en cyklisk grupp dr cykliska.

Bevis: Lat G vara en cyklisk grupp med generatorn a, alltsa G = (a), och
lat H vara en godtycklig delgrupp av G.

Om H = edadr H = (e) som &r cyklisk. Annars finns det ett minsta positivt
k sa att a* € H. Da dr (a*) C H.

Undersok da om H ir en delmingd till (a*) genom att ta ett godtyckligt
element r = a™ € H. Dividera m med k sa blir det m = gk+r dar 0 <r < k
enligt sats 2. DA fas a™ = a®*" = (a*)? - a". a" = (a¥)79 - @™, dir de tva
faktorerna tillhor H och produkten som blir ¢” maste ocksa tillhéra H. r
maste vara 0 for annars det finnas ett element a” med en mindre exponent
an a®, vilket strider mot forutsittningarna.

DA blir x = (a*)4 € (a*) vilket ger att H C (a*). Da &r H = (a*) och diirmed
cyklisk. [

Definition 24 FEtt element a i en grupp har en ordning som dr det minsta
positiva heltalet sa att a™ = 1. Det betecknas o(a).

Ezempel: 1 gruppen Z, = {0,1,2,3} har elementen ordningen 1, 4, 2 res-
pektive 4 eftersom 1-0 =0,4-1 =4 =0 (mod 4),2-2 =4 = 0 och
4.3 =12=0 (mod 4). Eftersom det &r en additiv grupp ar ordningen det
tal man behover multiplicera med for att fa additionens neutrala element 0
igen.

Sats 25 Om G dr en dndlig abelsk grupp och a dr ett element med den
storsta ordningen sa delar varje elements ordning elementet a:s ordning.

Bevis: Lat a vara ett element som har den storsta ordningen och = ett god-
tyckligt element. Antag att det inte géller, alltsa att o(x) /o(a). Det kan
skrivas som att o(z) = p®m och o(a) = p°n diir a > 3 och p #r ett primtal
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som varken delar m eller n. Genom att upphdéja elementen med en faktor sa
delas ordningen med samma faktor. Da fas o(z™) = p® och o(a?”’) = n. Ef-
tersom sgd(p®, n) = 1 blir produktens ordning o(z™a?”) = p*n > p’n = o(a).
a var ju det storsta elementet sa antagandet &r fel. Alltsa o(z)|o(a). O

Foljdsats 26 Lat G vara en dndlig abelsk cyklisk grupp med n element och
H dr en delgrupp till G med m element. Da gdller att m delar n.

Beuis: Lat a vara G:s generator och a' H:s generator. o(a;)|o(a) enligt sats 25.
Eftersom grupperna ar cykliska géller att o(a;) = m och att o(a) = n enligt 25
och darav foljer satsen.. [

Definition 27 Sidoklassen aH till delgruppen H C G, dira € G, dr mdangden
aH ={ah:he H}.

Ezempel: Den additiva gruppen Zg = {0,1,2,3,4,5} har delgruppen H =
{0,3}, som har sidoklasserna 0 + H = {0,3}, 1 + H = {1,4} och 2+ H =
{2,5}. Det finns inga fler sidoklasser. Det framgar till exempel av 5+ H =
{5+0=55+3=2}=2+H.

Sats 28 Om H dr en delgrupp av en abelsk grupp G och aH = cH och
bH = dH for a,b,c,d € G sa dr abH = cdH .

Bevis: aH = cH innebér att for alla h € H sa finns det ett A’ : I/ = a"1ch
bH = dH innebér att for alla h € H sa finns det ett ¢’ : ¢’ = b~ 'dyg

abH = {abf : f € G}

abf = abca ' f' = abca b~ df" = cdf”

Den sista likheten kommer av att gruppen ar abelsk. [

Sats 29 Om H dr en delgrupp av en abelsk grupp G da dr gruppen av sido-
klasser av H en grupp med multiplikationen a HbH = abH .

Bevis: Enligt sats 28 dr multiplikationen véldefinierad. Uppfyller den alla
villkoren?
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Slutenhet: OK

Associativitet: OK

Identitet: H dr det neutrala elementet, ocksa betecknat e H,1 G/H ty aHeH =
eHaH =eH.

Invers: a ' H #r inversen till aH ty a 'HaH = a 'aH = eH.
Kommutativitet: OK

Sa da uppfylls alla villkor for en abelsk grupp. U
Denna grupp kallas faktorgruppen i G bestamd av H och betecknas G/H.

Ezempel: Z,, konstrueras som Z/nZ.

Sats 30 Om H dr en delgrupp med m element av en dndlig abelsk grupp G
med n element, har faktorgruppen G/H n/m element.

Beuvis: Definiera avbildningen f : H — gH som f(h) = gh dir g € G och
h € H. Om f(hy) = f(hy) sa ar gh; = ghy och dér &r hy = hy eftersom g
har en invers. Alltsa ar f injektiv. f &r ocksa surjektiv utifran definitionen.
Dérfor ar f bijektiv och H och gH har lika manga element.

Varje sidoklass gH utgér en ekvivalensklass med relationen a ~ b om ab™! €
H. Relationen &r reflexiv eftersom a ~ a i och med att aa —1 = e € H,
symmetrisk eftersom (ab™')™! = ba"! € H om a ~ b och slutligen transitiv
eftersom om ab™' € H och be™! € H si maste ab~tbc™! = ac™! € H alltsa
an~c.

I en ekvivalensrelation tillhor ett element bara en ekvivalensklass. Da finns
det n/m ekvivalensklasser i G/H. O

3.3 Ringar

Det tidigare stycket behandlar grupper och dér finns det bara en operation.
Om man har tva operationer, har man ibland en ring. Da utgor den ena
operationen en grupp, men inte den andra.

Definition 31 En kommutativ ring med etta dr en mangd R med tva bindra
operationer + och -, ibland bendmnda addition respektive multiplikation, som
uppfyller féljande lagar ¥ a,b,c € R:

16



_l’_ .
Slutenhet at+beR a-beR

Associativitet  a+ (b+c¢)=(a+b)+c a-(b-¢c)=(a-b)-c
Identitet O+a=a+0=a l-a=a-1=a
Invers Jd—a:a+(—a)=0 —

Kommutativitet a+b=0b+a a-b=b-a

Distributivitet  a-(b+c¢)=a-b+a-¢ (a+b)-c=a-c+b-c

I denna uppsats &r alla ringar kommutativa och har en etta.

Ezempel: 74 = {0,1,2,3} &r en kommutativ ring med etta eftersom (Z, +)
ar en grupp. Multiplikationen &r sluten, associativ, kommutativ och har en
etta (som ar 1). De distributiva lagarna géller. For att ta reda pa vilka som
har inverser kan vi titta pa 1-1 =1, 3-3 = 1 sa 1 och 3 &r sina egna inverser.
Déremot har 2 ingen invers ty 2-1=2,2-2 =0 och 2-3 = 2. Talet 2 ségs
da vara en nolldelare. Definitionerna av inverterbart element och nolldelare
i ringen R &r liknande som i definitionerna 9 och 10.

Studera Zs = {0, 1,2, 3,4} som ocksa &r en kommutativ ring med etta. 1-1 =
1,2-3=1o0ch 4-4 =1 sa alla nollskilda element har en invers.

Z[z] bestar av alla polynom med heltalskoefficienter och &r ocksa en kommu-
tativ ring med etta, med vanlig polynomaddition och polynommultiplikation.
De enda inverterbara elementen #r Z[z]* = {1,—1}. Notationen R* &r en
méangd av de inverterbara elementen i R* med avseende pa operationen -.
Ibland anvénds samma beteckning for den muliplikativa gruppen (R*,-).

Da samma sitt som delgrupperna inférdes genom definition 21, definierar jag

delringar.

Definition 32 S dr en delring till ringen R om S dr en delmdngd av R och
operationerna +, - pa elementen i S uppfyller villkoren 1 definition 31.

Om man kan multiplicera ett element i en delring med ett element utanfor
delringen och fa ett element i delring sa har man en sérskild sorts delring
som kallas ideal.

Definition 33 FEtt ideal I dr en icke-tom delmdngd till en ring R sadan att
atbel ochrael foralla a,b € I ochr € R.
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De ideal jag anvénder liknar de cykliska delgrupperna fran definition 22 i och
med att de genereras av ett enda element.

Definition 34 Ett principalideal i ringen R dr idealet (a) = Ra ={z € R :
x =ra for ett givet r € R}, dir a dr ett givet element i R.

Beuvis for att méingden (a) = Ra dr ett ideal: Elementet a tillhor méngden sa
den har atminstone ett element. Om rya och rya tillhér méngden Ra sa ligger
ocksa riatrea i samma méngd eftersom ratroa = (ri+ry)a och ritry € R.
Antag att b tillhor méngden Ra. Da kan b skrivas som ra déar r € R. Sa da
tillhor d&ven bc mingden Ra eftersom bc = rac = rca € R. Det sista kommer
fran den kommutativa lagen i en ring och fran att multiplikationen i en ring
ar sluten. Da ar alla villkor for ett ideal uppfyllda. [

Exempel: 1 Z4 finns det triviala idealet {0} = (0), {0,2} = (2) och ringen
sjalv Zy = (1).2-1 =2,2-2 = 0 och 2-3 = 2 sa oavsett vad man multiplicerar
2 med sa dr man kvar i delringen {0, 2}.

Déremot har Zs inga andra ideal &n {0} och sig sjalv.

Det finns ocksa for ringar en ekvivalensrelation bendmnd kongruens som
placerar element i samma kongruensklass om skillnaden mellan dem &r en
multipel av ett givet element.

Definition 35 Att elementen a och b i ringen R tillhor samma kongruens-
klass betecknad [a] eller [a); innebdr att a —b € I, dar I dr ett ideal. Man
kan ocksa skriva a = b (mod I). Mingden av kongruensklasserna betecknas
R/I.

Sats 36 Mdingden av kongruensklasser R/1 dr en ring.

Bevis: Additionen av kongruensklasser utgor en grupp enligt sats 29. For att
undersoka om multiplikationen &r vildefinierad, antag att a och b tillhor en
kongruensklass och ¢ och d en annan, alltsa att a — b = k1g och ¢ — d = kag
dér ky och ks tillhor R och g genererar I vilket &r samma som att I = (g).
Studera produkten a - ¢ och 6verga till b och d:

ac = (b+ k1g) - (d+ kog) = bd + g - (dky + bky + k1kag) = bd (mod I) .
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Sa multiplikationen beror inte pa vilket element ur kongruensklassen som
véljs. Multiplikationen har en enhet 1 + I och den uppfyller den associativa
och den kommutativa lagen eftersom den arver egenskaper fran multiplika-
tionen i R. Det kan illustreras med foljande bevis for den distributiva lagen,
dér man gar over till att rékna i R och sedan tillbaka till R/I:

[al([6] + [e]) = lallb + ¢] = [a(b + ¢)] = [ab + ac] = [ab] + [ac] = [a][b] + [a][¢]

Alltsa uppfyller R/ alla villkor for att vara en ring. [J

Exempel: 1 ringen Z finns det idealet nZ déar n ar ett positivt heltal. Da ar
Z/nZ en ring som bestar av kongruensklasserna nZ = {...,—n,0,n,...},
14nZ=4{..,-2n+1,—n+1,1,n+1,2n+1,...} och sa vidare till n —
l+nZ={...,—n—1,-1,n—n+12n—1,3n—1...}.

Da betecknar vi Z/nZ med Z,, och skriver dess element som {0,1,2,...,n—
1} fast det dr egentligen kongruensklasser {[0],[1],...,[n — 1]}. Jamfor ek-
vivalensrelationen i beviset till sats 30. En ekvivalensklass motsvarar att
ab=! € H i multiplikationsnotation. Med &vergang till additionsnotation r
det a — b € H vilket motsvarar kongruensklassen.

Z, kan konstrueras som Z/(4), vilket dr samma sak som Z/47Z.

Genom att anvénda sig av att Z, &r en ring ddr méngden av alla nollskilda
element tillsammans med multiplikation &r en cyklisk grupp — vilket visas
senare — gar det att bevisa Fermats lilla sats pa ett nytt sétt.

Nytt bevis av Fermats lilla sats: 1 stéllet for att rdkna (mod p) kan man rékna
i den multiplikativa gruppen Z; = {1,2,...,p — 1}, som &r cyklisk enligt
sats 43 och kan skrivas Z = {e,qa,. .. ,a’~?} med identitetselementet e = 1,
generatorn a och villkoret a?~! = e for att fa en dndlig grupp. Generatorn a
maste viljas sa att o(a) =p — 1.

Till exempel r ZX = {1,2,3,4} = {1,2,22 =4,23 =3} = {1,3,32 = 4,33 =
2}. Sa bade 2 och 3 kan viljas som generator. Eftersom 42 = 1 #r inte 4 en
generator.

Satsen géller for 0. Den géller ocksa for b € Z;, dér b = a’ for nagot heltal
eftersom gruppen #r cyklisk. D& blir b = (a')P = a’? = a'P~D+ = (gP~1)7 .
a=¢e-a'=a =b.
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Hér anvinds 1,2,...,p — 1 for kongruensklasserna [1],[2],...,[p — 1], dar
exempelvis [1] & méngden {...,1—p, 1,1+ p,...}. Da géller satsen for alla
heltal. [J

Definition 37 Karakteristiken for en kommutativ ring med ett dr det minsta
positiva heltalet k sa att k-1 =14+1+...1 =0, om det existerar. Om det
—_—

k stycken
inte finns nagot dr karakteristiken 0.

Exempel: Karakteristiken for Z, ar 4 och for Zs ar 5. Heltalsringen Z har
karakteristiken 0.

Eftersom vi har tva operationer pa elementen i ring, dr det intressant att
studera de avbildningar som bevarar operationerna.

Definition 38 En homomorfi mellan tva ringar R och S dr en avbildning ¢

som uppfyller att ¢(a+b) = ¢(a) + ¢(b) = 0 och att ¢(a-b) = ¢(a) - p(b) for
alla a,b € R.

Sats 39 Om ¢ dr en homomorfi mellan ringarna R och S, finns det en
bijektiv homomorfi mellan R/Ker ¢ och ¢(R).

Bewvis: Med Ker ¢ avses nollméngden, alltsa méngden av alla element i R som
avbildas pa 01 S. Om a och b tillhor Ker ¢ tillhor ocksa a £ b nollméngden
Ker ¢ eftersom ¢(a £b) = ¢(a) £ ¢(b) = 0. Likasa om a € Ker¢ och b € R
tillhor ocksa a - b nollméngden Ker ¢ eftersom ¢(a - b) = ¢(a) - ¢(b) = 0. Da
ar Ker ¢ ett ideal enligt definition 33. Enligt sats 36 4r R/Ker ¢ en ring.

Definiera avbildningen ¢ : R/Ker ¢ — ¢(R) genom ¢([a]) = ¢(a) for a € R.

Den ar da ocksa en homomorfi.

Antag att ¢([a]) = ¢([b]) fast [a] # [b]. Det kriver att ¢(a) = ¢(b) fast a
och b tillhor olika kongruensklasser. Det &r en motségelse sa avbildningen
ar injektiv. Den dr ocksa surjektiv eftersom den fyller naturligtvis upp ¢:s
virdemingd ¢(R). Alltsa dr homomorfin ¢ bijektiv. [J
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3.4 Kroppar

Om en ring har multiplikativa inverser till alla element utom 0 &r det en
kropp. Man kan ocksa sidga att en kropp &r en ring som inte har nagra
nolldelare. Det kan formuleras sa hér:

Definition 40 En kropp dr en mdngd F' med tva operationer + och - ddr
bagge utgor en grupp — ddr elementet 0 inte raknas med for operationen -
— och den distributiva lagen gdller. Det innebdr att foljande lagar gdller for
alla a,b,c 1 mingden F':

_l_ .
Slutenhet a+beF a-beF
Associativitet a4+ (b+¢) = (a+b) + ¢ a-(b-c)=(a-b)-c
Identitet O+a=a+0=a l-a=a-1=a
Invers d—a:a+(—a)=(-a)+a=0 Fa'l:a-al=a'a=0
Kommutativitet a+b=0b+a a-b=b-a
Distributivitet  a-(b+c¢)=a-b+a-c (a+b)-c=a-c+b-c

Ezempel: Den minsta kroppen ar Zy, = {0,1}. Z, &r inte kropp eftersom
elementet 2 inte har nagon invers. Zz och Zs ar kroppar.

Z &r ingen kropp eftersom de enda elementen med invers ar 1 och -1. Q och
R &r dock kroppar eftersom alla nollskilda element har invers.

For att bestdimma hur dndliga kroppar ser ut sa utnyttjas definition 37 av
en rings karakteristik.

Lemma 41 FEn kropp har karakteristiken p ddr p dr ett primtal, eller sa har
den karakteristiken 0

Bevis: Karakteristik £ > 0 innebéar att k-1 =14+1+...1 = 0. Antag att
—_——

k stycken
k inte &ar ett primtal och antag att det kan faktoriseras i tva tal k = [ - m.

Da éar (I-1)-(m-1) = 0 och eftersom det inte finns nolldelare i en kropp
maste nagot av [ och m vara 0, vilket strider mot att k &r det minsta positiva
heltalet som ger k-1 = 0 Alltsa maste k vara ett primtal eller 0. [J
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Sats 42 En dndlig kropp F har p" element, ddr p dr ett primtal och n ett
positivt heltal.

Bevis: Betrakta avbildningen ¢ : Z — F definierad av ¢(n) = n - 1p, vilket
ar summan av n ettor i F'. Enligt lemma 41 har F' karakteristiken ett tal p,
som &r ett primtal. Talet p tillhor avbildningens nollméngd Ker ¢. Eftersom
avbildningen &r en homomorfi dr Ker ¢ = (p). Da finns det en delkropp av
F som kan avbildas bijektivt pa Z, enligt sats 39.

En éndlig kropp har ett d&ndligt antal element och da maste dess karakteristik
vara p som ar ett primtal enligt lemma 41. Betrakta avbildningen ¢ : Z — K
definierad av ¢(n) = n - 1x. Eftersom karakteristiken &r dndlig sa blir bilden
av ¢ en kropp Z,.

Lat b vara ett element i F' som inte ligger i Z,. Bilda potenserna av b sa lénge
de &r linjart oberoende av varandra. Studera linjarkombinationerna baserade
pa basen {1,b,b%,...,b" '} och koefficientméngden Z,. Dessa linjérkombina-
tioner tillsammans med addition och multiplikation utgor en kropp.

Pa sa sétt kan vi skapa en éndlig kropp K som ett dndligdimensionellt vek-
torrum Over Z, vars bas har n element. Det blir totalt p" element i K. [J

Det finns tydligen fler &ndliga kroppar &n Z, dér p ar ett primtal. Deras
konstruktion framgar av nésta stycke. I Z, ar multiplikationen naturligtvis
cyklisk. Det &ar den ocksa i de andra enligt foljande sats.

Sats 43 Den multiplikativa gruppen av de inverterbara elementen i en dndlig
kropp F' dr cyklisk.

Beuvis: De inverterbara elementen i en éndlig kropp F' = GF(p") utgor en
multiplikativ grupp med p™ — 1 element eftersom 0 har ingen invers.

Lat a vara ett element i F'* som har den storsta ordningen, vilken betecknas
med m, som &r begrinsad av antalet element sa m < p" — 1.

Eftersom ordningen for ett godtyckligt element b i F'* delar m enligt sats 25,
ar ™ = (po0))m/o) = 1m/o) = 1  Det innebér att alla p” — 1 element i F'*
ar rotter till 2™ — 1 som har hogst m olika rotter eftersom det &r ett polynom
over en kropp enligt sats 48. Alltsa &ar p” — 1 < m.

Dessa tva olikheter ger att m = p" — 1 vilket innebér att gruppen ar cyklisk.
O
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3.5 Polynom

Pa rad 8 i algoritmen jamfores tva polynom och deras koefficienter tillhor
Z,, dar n ar det heltal som ska testas. Genom lemma 11 kan koefficienterna
avbildas pa kroppen Z, dér p &r en primtalsfaktor i n. Eftersom en kropp
inte har nagra nolldelare sa uppfyller polynom 6ver kroppar en del lagar som
polynom 6ver ringar inte uppfyller. Det finns till exempel en divisionsalgoritm
som ger ett entydigt resultat.

Sats 44 For tva godtyckliga polynom dver kroppen F, f(x) och g(x), ddir
g(x) # 0, finns det tva unika polynom, q(x) och r(x) som tillhor Flx] sa att
f(x) =q(x) - g(x) + r(x) med gradr(z) < grad g(x) eller r(x) = 0.

Beuvis: Beteckna f(z) = aypax™ + -+ + ag och g(x) = byz™ + -+ - + by.

Polynomen ¢(z) och r(z) existerar for alla m < n eftersom man sétter da
q(x) =0 och r(x) = f(x).

For att kunna anvénda induktion antag att detta ocksa géller for m — 1. Ta
bort den hogsta termen i f(z) genom att sétta fy(z) = f(x)—amb, ‘2™ "g(x)
eftersom b, "' existerar i och med att b, dr ett nollskilt element i en kropp.

Enligt induktionsantagandet ar f(x) = ¢(z) - g(x) + r(z) sa da fas

f(@) = (@) + anby ™2™ ")g(@) + 1 ().

Ovanstaende tillhor F[z] eftersom alla termerna tillhér F[z]. Da bevisar in-
duktionen existensen av f(z) och g(zx).

For att visa entydigheten antag att f(z) = ¢i1(x) - g(x) + r1(x) och f(z) =
q2(z)-g(x)+ra(x). Det ger att (q1(x)—qa(x))-g(x) = ro(x)—ri(x). Hogerledets
grad ar hogst grad g(x)—1. Vénsterledets grad dr minst grad g(z) om ¢ (x) #
¢2(x) eftersom produkten av de hogsta termerna blir aldrig 0 i och med att
det inte finns nagra nolldelare i en kropp. Sa da maste ¢(x) = g2(z) och
darfor ar ri(z) = ro(z). Alltsa ar g(x) och r(z) entydiga. O

Foljande sats kallas restsatsen:

Sats 45 Om f(x) dr ett polynom éver kroppen F och c tillhér F sa existerar
ett unikt polynom q(x) sa f(x) = q(z)(x — ¢) + f(c) dar f(c) ar virdet av
f(x) for x=c.
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Bevis: Med f(x) = apa™+---+ag safas f(x) — f(c) = ap(a™ =)+ -+
ai(x —c) .

Eftersom zF — ¥ = (z —¢) - ("' + a2 + - + F 22 + M) for alla
positiva heltal k, sa delar x — ¢ hogerledet och alltsa ocksa vénsterledet:

f(x) = fle) = (x = c)q(=).

Dérifran fas att f(x) = q(x)(z—c)+ f(c), vilket &r en unik uppdelning enligt
sats 44. [

Definition 46 Om f(x) dr ett nollskilt polynom dver F och c ett element i
F sa sdges ¢ vara en rot till f(x) om f(c) = 0.

Foljdsats 47 Ett element c i kroppen F' dr en rot till det nollskilda polyno-
met f(x) dver F om och endast om (x — ¢)|f(c).

Bevis: Det foljer direkt av sats 45. [J

Sats 48 Om f(z) dr ett polynom av graden n dver kroppen F sa har det
hdogst n olika rétter i F.

Bevis: Satsen géller for polynom av graden 0, alltsa konstanter skilda fran
noll. Antag att den géller for alla polynom av graden n — 1. Om ¢ &r en av
f(z):s rotter, dr f(x) = (x — ¢)g(x) enligt foljdsats 47. Dér har ¢(z) hogst
graden n — 1 och enligt antagandet hogst n — 1 rétter. Da kan f(z) ha hogst
n olika rétter och induktionen &r klar. [J

Med polynom definieras kongruensklasser pa liknande sétt som foér heltal,
definition 35 och sats 36. Polynom kan vara irreducibla pa samma sitt som
heltal kan vara primtal.

Definition 49 FEtt polynom av grad 1 eller hogre dr irreducibelt om det inte
kan faktoriseras icke-trivialt.

Pa samma sétt som i definition 4 gar det att definiera den storsta gemen-
samma delaren till tva polynom och den uppfyller féljande:
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Lemma 50 Varje linjarkombination av tva nollskilda polynom a(z) och b(x)
dver en kropp F dr en multipel av sgd(a(z),b(x)).

Bevis: Beteckna méngden av linjairkombinationer av a(x) och b(x) som I =
{c() - a(x) + d(x) - b(z) : c(z), d(x) € F[z]}. I har da ett nollskilt element
e(x) som har den ldgsta graden. Antag att det nollskilda polynomet f(x)
tillhor 7. Genom divisionsalgoritmen, sats 44, kan f(z) skrivas som f(z) =
q(x) - e(x) +r(z) dar gradr(z) < grade(z) eller r(z) = 0. Eftersom e(z) har
den ldagsta graden av alla nollskilda polynom, maste r(z) vara 0. Alla element
i I & multipler av det nollskilda polynomet av lagst grad, e(z).

Ovanstaende medfor att e(x) dr en delare till alla polynom i méngden I och
déarfor en gemensam delare till a(x) och b(x). Studera nu g(x) som ocksa ar
en gemensam delare till a(x) och b(z). Eftersom e(z) tillhor I sa ar e(z) =
e1(x) - a(x) + ex(x) - b(x) dér er(x) och ey(x) tillhor Flx]. Av detta foljer att
g(x) delar e(x). Alltsa &r e(x) den storsta gemensamma delaren. [

Irreducibla polynom fungerar pa liknande sédtt som primtal vad géller kon-
gruensklasser enligt féljande sats:

Sats 51 F[z]/(p(x)) dr en kropp om p(x) dr irreducibel.

Bevis: Flx]/(p(z)) &r en kommutativ ring med etta enligt sats 36. Antag
att a(x) ar ett nollskilt polynom vars grad dr mindre &n p(x) och lat a(x)
vara en representant for restklassen [a(z)] i Flz|/(p(x)). Eftersom p(z) ar
irreducibel &r sgd(a(x),p(x)) = 1. Det ger enligt lemma 50 ger att det finns
tva polynom b(z) och ¢(z) sa att b(x)a(x)+c(x)p(z) = 1, alltsa ar b(z)a(zr) =
1 (mod p(z)) och [a(x)] och [b(x)] &r varandras inverser. Da ar Fx]/(p(z))
en kropp eftersom alla nollskilda element har en invers. [

Pa det hér séttet gar det att konstruera dndliga kroppar med p” element. Om
man vill ha 23 element sa tar man Zy[z]/ (23 + 2z +1) eller Zy[z]/(x® + 22 +1).

Pa rad 8 riaknar man modulo " — 1. For att kunna rékna i en kropp maste
detta polynom faktoriseras. Foljande sats anger faktorernas grad. Med o, (p)
menas ordningen av p modulo 7.

Sats 52 Polynomet " — 1 i Zy[z], ddr p och r dar primtal, kan faktoriseras

som (x—1)- fi(x)----- fe(x) dirk = ;T_(;) och polynomen f;(x) dr irreducibla

och har graden o.(p), for j =1,--- k.
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Bevis: Lat f(z) vara en irreducibel faktor i 2" — 1 som inte &r z — 1. Ef-
tersom f(x) &r irreducibelt sa &r ringen Z,[z|/(f(x)) en kropp enligt sats 51.
Beteckna kroppen med F' och studera elementet x i F' och dess ordning. Ef-
tersom f(x)|z" — 1 sa dr 2" = 1 (mod f(z)), vilket ger att " = 1 i kroppen
F och sa dérfor o(x)|r. Eftersom r dr ett primtal kan z:s ordning bara vara
1 eller r. Fallet o(x) = 1 svarar mot att x = 1 i kroppen F vilket &r att
x =1 (mod f(x)). Isa fall maste f(x) = x— 1, vilket uteslots i borjan. Alltsa
ar o(x) =r.

Viélj nu det element i F'[z]/(p(x)) som har den storsta ordningen och beteckna
detta a. D& ar o(a) = p&2d f(®) — 1 eftersom (F[z]/(p(z)))* har perad f(#) —
1 element och &r cyklisk enligt sats 43. Elementet x har ordningen r som
relateras till den stérsta ordningen o(a) som r|p#2d /() —1 enligt sats 25. Det
kan skrivas om som p#2 /@) = 1 (modr). Lemma 13 ger att o,(p)| grad f(z).

Enligt sats 42 kan a skrivas som:

grad f(z)—1
a= Z a; ' dar a; € Zy,

1=0

a upphojt till p blir enligt satserna 16 och 17 i de tva sista likheterna:

grad f(z)—1 P grad f(z)—1 grad f(z)—1
af = E a; '] = E af 2Pt = E a; TP*
1=0 =0 =0

Genom att fortsétta att upphdja detta till p far man:

grad f(z)—1 grad f(z)—1 . grad f(z)—1
por(P) _ 7 por(p) o pOT(P) v o i
a = a; (x ) = a; |z = a; ' =a
i=0 =0 =0

Den nist sista likheten foljer av att p>® = 1 + K - r enligt definitionen av
ordning och att 2" = 1 enligt det forsta stycket. Lemma 14 ger att o(a)|p® ) —
1, vilket &r samma sak som att p&d f/(*) — 1|p*(®) — 1. Lemma 14 ger da att

grad f(x)|or(p).

Eftersom graden och ordningen delar varandra géller att grad f(z) = o,.(p).

g
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Exempel: 1 ringen Zs|x] #r z° =(@—-1) - (2*+ 2+ 2>+ 2+ 1). Dér
finns foljden {2,2? = 4,23 = 3 (mod 5),2* =16 = 1 (mod 5)} i Zs
sd 05(2) = 4. Istéllet sa dir 2" — 1 = (x — 1) - (z* + 2>+ 22 + 2+ 1) =
(x —1)-(x* + 22+ 1) - (23 + z + 1). Den senare uppdelningen beror pa att
det finns foljden {2,22 =4,23=8=1 (mod 7)} i Z.

1

P& samma sitt for Zs sa kan z'' — 1 delas upp i # — 1 och tva faktorer
av graden 5, liksom 2 — 1 i 2 — 1 och fyra faktorer av graden 3 eftersom
011(3) =5 och 013(3) =3.
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Kapitel 4

Algoritmens komplexitet

I detta kapitel gar jag igenom algoritmens komplexitet. Jag anvénder mig
ofta av beteckningen O(lg”n), vilket innebér att antalet rdkneoperationer i
ett steg dr proportionellt mot Ig” n. Med rékneoperationer avser jag multipli-
kationer eller divisioner, eftersom additioner och subtraktioner gar betydligt
snabbare. Talen &r flyttal eller heltal inom datorns normala storlek. Notatio-
nen O(lg’ n) dr samma sak som O(1g” n- f(lglgn)) dér f &r ett polynom. Jag
borjar med att ga igenom detaljer for de olika raderna i algoritmen. Sedan
bestimmer jag en grins for r:s storlek. Slutligen rdknar jag samman alla
rader.

4.1 Operationers tid

Lemma 53 Multiplikation och division av tva heltal mindre dn n krdver

O(lgn) operationer.

Forklaring: De tva heltalen har Ign siffror. En direkt multiplikation kraver
saledes lg*n operationer. Schénhage och Strassen har hittat pa en snabba-
re algoritm, som tar bara O(lgn) [SS71] [Knu97, s 306-311]. Nér man har
en snabb metod for att multiplicera, kan man ocksa anvidnda den for att
dividera. Tiden det tar &r da en konstant ganger tiden fér motsvarande mul-
tiplikation [Knu97, s 313].

Foljdsats 54 Multiplikation av tva polynom av graden r tar tiden @(r lgr).
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Beuvis: Antalet koefficienter r motsvarar antalet siffror i n vilket &r Ign. Lem-
ma 53 med lgn ersatt av r ger O(rlgr). O

Lemma 55 Berdkningen av a® tar O(lgx) multiplikationer.

- ) . gz olige]-1 :
Beuvis: For att beriikna a® bestdimmer man a® ", a? ,...,at a?, a vilket

kriver |lgx| multiplikationer. Det kan visas genom induktion eftersom a?
kriver 1 multiplikation och om a? ~! har krivt ¢ — 1 stycken sa fas a? =
a®” - a*" med i multiplikationer. D& har man |lgz| potenser av a. Om
man véljer ut dem enligt z:s bindra representation och multiplicerar dem
far man z®. Eftersom nu kravs det hogst [lg x| — 1 multiplikationer blir det

totalt O(lg ) multiplikationer. OJ
Lemma 56 Berdikningen av sgd(n,r) med Euklides’ algoritm tar @(1g2 n).

Bewvis: Den forsta berdkningen i Euklides’ algoritm &r att dividera n med r
som ger en ny rest r;. Sedan divideras r med r; och det ger en ny rest rs.
Det fortsétter tills resten blir 0. Resultatet dr da den sista kvoten.

Antalet steg blir maximalt om n och r &r tva pa varandra foljande Fibo-
naccital. Da kommer algoritmen att ga nerat lings Fibonacciféljden. Det
blir O(lgn) steg eftersom det i:te Fibonaccitalet kan uppskattas trivialt till
O(2"). 1 varje steg sker det en division dér talen maste representeras som
flera minnesceller, O(lgn) stycken. Det blir atminstone en multiplikation i
divisionen och den tar dia O(lgn). Om det blir flera multiplikationer mins-
kas antalet steg med minnescellens storlek. Denna minskning &r snabbare &n
antalet extra multiplikationer.

Sa det blir O(1g?n). O

Lemma 57 Primtalspotenstestet tar O(1g*n).

1/3 ,,1/4

Beuis: Det giller att berdkna n'/2, n/? n'/* ... med tillricklig noggrannhet
for att kunna kontrollera om de &r heltal. Det blir O(Ign) tal att dra roten
ur. Varje rotutdragning gors exempelvis med Newton-Raphsons metod som
kréiver lika manga steg som antalet siffror, sa det blir O(lgn) igen. Eftersom
varje steg tar O(lgn) sa blir det totalt O(lg®n). O
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4.2 Storleken pa r

Bade algoritmens riktighet och komplexitet beror pa att den hittar ett r pa
rad 4 och att det gar snabbt. Kraven pa r &r att det ar ett primtal, att n inte
har nagra faktorer mindre &n eller lika med r och att r inte delar N. Det kan
skrivas om som ett villkor fér ordningen av n modulo r.!

Lemma 58 o,(n) > 4[lgn]?

Bevis: Pa rad 2 beriiknas N = (n — 1)(n? — 1) - - - (n*'%71°~1 — 1) som r inte
ska dela. Eftersom r dr ett primtal sa far r inte dela nagon av faktorerna.
Att r fn’ — 1 innebér att n’ # 1 (modr). Det géller for 1 < i < 4[lgn]? —1.
Enligt definitionen #r o,(n) det minsta ¢ som kan uppfylla att n = 1 (modr)
och ordningen maste vara minst 4[lgn]?. O

Man kan gora en Overskattning av V.
Lemma 59 N < 28[snl’len

Bevis: Omformning av uttrycket for N ger med x = 4[lgn]*:

N = (n— 1)(n2 _ 1) .. (nl‘—l _ 1) <n-- ,n$—1 — nm(z—l)/Q < nx2/2 _ 2m21gn/2
For att ha en produkt att jamfora N med utnyttjar jag ett lemma som

kommer fran Tjebysjev [HW45, s 345-346].

Lemma 60 Produkten av alla primtal upp till 2n dr stérre dn eller lika med
2n :

HpiZQ"

pi<2n

T originalartikeln [AKS02] anvinds ett annat men likviirdigt sitt att hitta ett r s att
or(n) 6verskrider en viss grins. Denna gréins dr dock annorlunda eftersom slingvariabeln
a pa rad 7 gar igenom ett annat intervall.
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Beuwis:

1. Lemmat géller for n < 16 vilket kontrolleras med hjélp av berdkningar
(2>21,2.3>222.-3.5>2%2.3.5.7>2°2.3.5-7-11 > 2% och
2:3-5-7-11-13 > 28).

2. Utga fran definitionen av binomialkoefficienten, férdubbla ndmnarens
termer och kompensera i taljaren:

. 22n

(Qn) _ 1234 @12 L, 13- (20— 1)

n (2-4---2n)? T 24

Termerna kan grupperas pa foljande sétt:

1 3 5 om —1 1
. . ... . .92n
V2 V24 V46 V2n—2-v2n V2n
:\/(23:1:1;271>1

Genom att alla brak utom det forsta och det sista ar storre dn 1 far vi
en underskattning av binomialkoefficienten:

2n
(271) > 2 _ 22n71g(4n)/2
n Vian

3. For att overskatta binomialkoefficienten rédknar vi antalet ganger som

p delar n!:
n n n
)
p p p

.. .. .. . o 1
dér m ar den storsta potensen av p som finns i n, alltsa m = {é—;J.

Talet BJ ar antalet multiplar av p som finns bland alla tal upp till n.
De multiplar som ocksa #r multiplar av p? riknas en ytterligare gang

genom att lagga till L%J . Da kan vi uttrycka binomialkoefficienten som
en produkt av alla primtal till 2n upphéjda till antalet ganger som de

forekommer.
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g2
1

2n ) 2n n
()= X2 (5 217)

pi<2n
—_————

sjalva faktorn

~
antalet ganger: 0 eller 1

Nu delar vi upp den andra summan i fallet j = 1 och i resten. I fallet
7 = 1 6verskattas summanderna i den inre summan till 1.

{ngnJ
lgp;

()< S X un 3 (2] o[z

pi<2n pi<VZn =2

0 eller 1

Nu star ) o, 1gpi i hogerledet, vilket &r den summa som vi vill ha.
Da forsoker vi 6verskatta den hogre termen och déar sdtter vi den inre
summanden till 1.

5 () < X ent X (1@_1)

pi<2n pl<\/ﬂ\

~~

<lg2n—1<lg2n

Genom en ytterligare overskattning av parentesen eftersom lgp; > 1
blir det:

2n
< , _
g(n) < E lgp; + E lg(2n) — 1
piSQTL ngm

Genom att antalet primtal upp till v/2n ar hogst v/2n/2 stycken far vi
en 6verskattning av binomialkoefficienten:

s(0) s S

pi<2n

. Sammanstéll dessa granser for binomialkoefficienten:

lg4
5, 1840 ( ) Zl \/2nlg2n V2n
2 2

pi<2n

Omformning ger:
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g

ledn  v2nlg?2
g [[ ri= > lopi>2n— gzn— ”2g D Von2

pi<2n pi<2n

For n > 16 ar 2n — hg% — @ + v2n2 > n eftersom insittning av
n = 16 ger att 32 — 3 — V2 - 2(b—1)=29 — 8v/2 > 16 och uttryckets

derivata ér 2 — 5~ — ﬁ (Ig2n + 1) som é&r storre dn 1 for alla n > 16.

Sats 61 Storleken pd det r som bestims av raderna 36 begrinsas av O(1g” n).

Bevis: Lemmorna 59 och 60 ger tillsammans med m = 8[lgn]*lgn:

N < 28“gn'|4lgn — gm S H D;

pi<2m

D4 finns det ett primtal » < 2m = 16[lgn]*lgn som inte delar N eftersom
produkten av alla primtal upp till 2m &r storre &n N. Alltsa &ar r begransad
av O(1g°n). O

4.3 Sammantagen komplexitet

Genom att ga igenom algoritmen rad for rad beréknas dess komplexitet:

1
2
3
4
)
6

O(lg®n) for primtalspotenstest
O(1g° n) for berikningen av N
slinga r ganger
O(lg?n) for Euklides’ algoritm
O(y/rlgr) for primtalstest och O(lg®n) for N-division

7 slinga r ganger

8

O(rlg?n) for upphdjning
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Pa rad 1 har lemma 57 anvénts och pa rad 4 lemma 56. For primtalstestet
har den grundldggande metoden anvénts, att testa alla tédnkbara faktorer

snda till /7.

For att berikna N behover man ha n,n2,n?, ..., n*l'e">~1 Enligt lemma 55
kan man rikna ut n, n?,n*, ..., n?, dir k = |lg(4[lgn]*—1)|, med O(lglgn)
multiplikationer. Sedan ska varje potens n’, dér i € [1,4[lgn]? — 1] beriiknas
genom multiplikation av potenserna dér exponenten &r en 2-potens valda

enligt bindrrepresentation av exponenten .

Antalet multiplikationer begrinsas darfér av antalet ettor i alla bindra tal
med k siffror. Det dr sammanlagt k- 2% /2 stycken, sa antalet multiplikationer
ir O(1g® nlglgn). Varje multiplikation tar O(lg® n) sa totalt blir det O(Ig° n)
for att berdkna faktorerna i N. Det &r ingen idé att multiplicera ihop dem
eftersom pa rad 7 ska man testa om N delas av r. Dér ér det 4[lgn]? — 1
faktorer att testa och den storsta storleken dr O(lg®n). Totalt tar det ocksa
O(lg’ n).

Pa rad 8 sker det en upphd6jning, som blir flera multiplikationer av polynom
vars hogsta grad ar r och vars koefficienter &r mindre &n n. Med hjélp av lem-
morna 55, 54 och 53 blir det sammantaget O(Ign)-O(rlgr)-O(lgnlglgn) =
O(rlg®n).

Sats 62 Algoritmens komplexitet dr O(1g** n).

Bevis: Algoritmen bestar av tre delar, dar den forsta, primtalspotenstestet,
tar @(lg3 n). Nésta del ar r-slingan, som gas igenom r ganger och som varje
gang tar O(y/7lgr) + O(g®n). Da tar den O(r*?lgr) + O(rlg?n). Sist
kommer testslingan som gas igenom 7 ganger vilket ger @(TQ lg?n).

Enligt sats 61 ér r begrinsad av O(lg°n). Sétt in det i r- och testslingans
komplexitet. Da dominerar testslingan 6ver r-slingan och primtalspotens-
testet och for hela algoritmen blir komplexiteten O(lg'*n). O
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Kapitel 5

Algoritmens korrekthet

I detta kapitel visar jag att algoritmen &ar korrekt, alltsa att den ger rétt
svar bade nér talet 4r ett primtal och nér det 4r sammansatt. I stéllet for
(mod m,z" — 1) skriver jag att berdkningarna sker i ringen Z,[x]/(z" — 1).
Med A avser jag méngden av heltalen [1,7].

Sats 63 Om n ar ett primtal svarar algoritmen PRIMTAL.

Bevis: Eftersom n &r ett primtal kan inte algoritmen avslutas med SAM-
MANSATT pa rad 1.

Om n ar ett primtal finns det inget tal » som uppfyller 1 < r < n och som
delar n. Da ar sgd (r,n) = 1 och algoritmen ger inte SAMMANSATT pa
rad 4.

Enligt sats 18 dr det vénstra och det hogra ledet pa rad 8 lika och algoritmen
kan inte ge SAMMANSATT.

Det finns bara ett mojligt svar kvar PRIMTAL pa rad 9. OJ

Beviset for att algoritmen svarar rétt for ett sammansatt tal ar ett om-
fattande motségelsebevis, som bestar av tre delar. Den forsta delen &r en
omformulering av villkoren for att algoritmen ska svara PRIMTAL for ett
sammansatt tal.

Antagande 64 n dr ett sammansatt tal men algoritmen ger dnda PRIM-
TAL wilket innebdr att:
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(x—a)"=2a"—aVa€ AilZyx]/(x" —1)

Enligt sats 61 hittar algoritmen alltid ett r sa att medan-slingan i algorit-
men avslutas. Da uppfylls ovanstaende villkor fran rad 8 i algoritmen. Dessa
likheter ska jag anvinda for att visa att n maste da vara ett primtal, vilket
strider mot antagandet.

Lat p vara en primtalsfaktor i n. Da ger antagande 64 att:
Lemma 65 (r —a)" =2" —aVa € A i Zyz]/{(z" — 1)

Bewvis: Eftersom avbildningen fran Z,[z]/(z" — 1) till Z,[z]/(z" — 1) &r att
rikna alla koefficienter (mod p), bevaras likheter. [J

Niista del #ir att studera en uppstillning av m = pin? for 4,5 > 0. Om n ér en
primtalspotens, n = p*, da finns det tva olika par, (i1, j1) och (ig, j2), sddana
att p''n/t = p2n’2. Resten av beviset handlar om att visa att det finns tva
sadana par.

Ovanstaende lemma 65 dr nagot som undersoks av algoritmen och som géller
for n. Motsvarande géller alltid for p enligt lemma 18. Jag vill visa att liknan-
de giller for p‘n/. For att kunna anviinda induktion studerar jag om likheten
galler for en produkt om den géller for faktorerna.

Lemma 66 Om (x—a)™ = 2™ —a och (x—a)™ = 2™ —a gdllerVa € A i
Lplz)/{a" — 1) sa gdller att (v —a)™™ = 2™ —q Va € A i Zy[z]/{z" —1).

Beuvis: Alla likheter géller for alla a € A och i ringen Z,[z]/(z" — 1) om inte
annat anges. Den forsta forutsittningen ger att (z—a)™™? = ((r—a)™ )™ =
(™ — a)™2. Sétt in 2™ 1 stillet for x i den andra forutsédttningen och det
ger (2™ —a)™ = ™™ — q for alla a € A och i ringen Z,[z]/(z"™ — 1).
Det gar att ga tillbaka till Z,[z]/(z" —1) eftersom 2" — 1|z"™* — 1 och da kan
det kopplas ihop med den forsta forutsattningen. [

Da kan jag bevisa genom induktion att:

Sats 67 (r—a)" =2 —aVaecAiZ)z]/(a" —1)
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Bewvis: Ett forsta steg dr att det giller for m = p'n® = 1.

I nésta steg multiplicerar man med p respektive n. Da konstaterar man att
om satsen giller for m = p'~!n/ giller den ocksa fér m = pin’ enligt lemma 66
och lemma 18. P& samma sitt sa om satsen giller for m = p‘n/~! sa giller
den ocksa fér m = p'n? enligt lemma 66 och antagande 64.

Enligt induktion giller d& satsen for alla m = pn® dér 4, j &r icke-negativa
heltal. (J

Féljdsats 68 (zF —a)" =2 —aVa€ AV keZ, iZyx]/{z" —1)

Bewvis: Utga fran sats 66 och ersitt  med z* dér k &r ett positivt heltal. Det
ger att (2% —a)" =2 —aVae€ AV k € Z, i Z,[z]/{z*" —1). Satsen foljer
eftersom " — 1]2*" — 1 enligt lemma 15. O

Det ir intressant att studera p'n’ (modr) eftersom m = p'n’ éir en exponent
till polynom i z och dessa polynom rédknas modulo " — 1.

Lemma 69 Definiera den multiplikativa gruppen S = 7} /{p,n) och lat d
vara antalet element i S. Da kan varje b € 2 skrivas som sp'n? dir s tillhor
S och i,j dr icke-negativa heltal. Dd dr ocksd o,(n) < =t

Bevis: Definiera (p,n) = {b € Z* : b = p'n/ (modr)}, som ir en delgrupp
av Z. Da kan vi skapa faktorgruppen S = Z>/(p,n) med d element, dar
d= ﬁ enligt sats 30, vilket ger att |(p, n)| = “*. Faktorgruppen S bestar
ju av sidoklasserna till (p, n) sa varje element i Z* dr produkten av ett element

i S och ett element i (p,n).

Delgruppen (p,n) har i sin tur en delgrupp (n) med o,(n) element. Det ger
att o.(n) delar |(p,n)| enligt foljdsats 26. Darfor har vi att o.(n) = [(n)] <
[{p,n)| =5+ O

Nu letar jag efter ett m; = p'n’t och ett my = p2n?2 i uppstillningen diir

mse = my + kr. De ska vara lika dven om exponenterna ar olika. Det récker
med att begrénsa sig i fragan om storleken pa m och ms.

Sats 70 Det finns mi och ma dir my = p*n/t, my = pn?2, iy, 49, j1, jo €

[0, \/ 5| (i1, 51) # (i2,J2) och my = my + kr dir k dr ett heltal.
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2
Bevis: Antalet tankbara olika par (i,j) ar (1 + b / %J) , vilket &r storre

2
an (1 + 1/% — 1) = =1 medan antalet olika mojliga m riknat modulo r

d
a % som #r storleken pa (p,n) enligt lemma 69. Sa det finns fler par &n tal

modulo 7 och da enligt Dirichlets ladprincip finns det tva tal m; = p*n/t och
mo = p2n?2 dar (i1, J1) # (i2,J2) som ér lika modulo r alltsd my = my + kr
for nagot heltal k. (J

Fixera nu dessa tva tal m; och ms och de uppfyller foljande:
Sats 71 (z° —a)™ = (2° —a)™ VYa€ AVs e S i Z,[x]/(xz" — 1)

Bevis: Utga fran sats 67 for mgy och sétt in relationen mellan my och my ur
sats 70 :

(.CCS . a)mz — pSm2 _ g — xs(m1+kr) =z (mr)s.k —a

Fortsidtt med lemma 15 och sats 67 for my sa fas slutligen att:
(z° —a)™ =2 —a= (z°—a)™ Va€ Aoch Vs € SiZyx]/(z" — 1) O

Nu gar jag over fran en ring till en kropp.
Sats 72 (xr—a)™ = (r—a)"™ YV a € AiZyz]/(h(z)) med grad h(z) = o,(p)

Bevis: Enligt sats 52 har polynomet z” — 1 en irreducibel faktor h(z) med
graden o,(p). Da gar det att avbilda ringen Z,[z]/(z" — 1) pa sin delring
Zylx]/(h(z)) som &r en kropp. Da bevaras likheter. [J

Nu har jag kommit till den tredje delen av beviset. Ovanstaende likhet géller
i en kropp och dér dr multiplikationen cyklisk sa skillnaden mellan m; och
mo &r en multipel av storleken pa den multiplikativa delgruppen dér likheten
géller. Denna delgrupp behover inte innehalla alla nollskilda element i krop-
pen Z,[x]/(h(z)) eftersom likheten inte noédvandigtvis géller for alla element.
Om jag kan visa att delgruppens storlek &r stérre &n bade m; och msy maste
de vara lika.

Beteckna med G den delgrupp av Z,[z]/(h(x))” vars element g uppfyller
g™ = g2, Till G hor alla polynom x — a for alla a € A liksom produkterna
av dessa. For att berdkna en undre gréans for G:s storlek anvénds foljande
lemma:
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Lemma 73 Definiera en avbildning frin Zy[x) till (Zy[x]/(h(z))* genom
e(x) — (e(xz™),e(x),...,e(x®)) ddir si,Sa,...,Sq ar alla element i S =
Z) [(p,n). Den dr injektiv for elementen e(x) = [[,eq (x —a)™ dar e, dr

icke-negativa heltal och )~ . 4eq <7 — 2.

Bevis: Antag att e(z) = [[,c4 (. —a)™ och att f(x) = [[,c4 (@ — a)’* eller
f(x) =0,dér Y . eqa <7 —20ch Y ., fo <7 —2liksom att e(x) # f(2)
och e(z®) = f(x°) 1 Zy[z]/(h(x)) for alla s € S.

Di fas att e(@*)"” = [[,eq (@ —a)"" = [],e4 (w”i’“ - a>€a = e(z™)
enligt foljdsats 68 liksom pa samma sitt att f (z5)P'" = f(xP'). Alltsa ér
e(zP™") = f(z*""). Alla likheter géller i Z,[z]/(h(z)) for alla s i S och alla
icke-negativa heltal 7 och j.

Om e(z) och f(x) ar konstanta maste de vara lika. Studera annars g(x) =
e(x) — f(x). Eftersom sp'n/(modr) genererar hela ZX fas att g(z*) = 0 i
Zplz]/(h(x)) for alla u € Z). Detta &r samma sak som att g(y*) = 0 i
(Zply]/(h(y))) [x] eftersom man réknar varje term modulo h(x) i stéllet for
hela polynomet. Rotterna y* &dr distinkta eftersom de tillhoér en kropp med 1+
k-7 element dér k ar ett positivt heltal enligt definitionen av ordning. Sa g(z)
som polynom 6ver Z,[y|/(h(y)) har minst r — 1 r6tter eftersom varken 0 eller
1 réknas med. Enligt definitionen har g(z) hogst graden r — 2. Det motséger
sats 48, sa antagandet stimmer inte utan f(z) = g(z) och avbildningen &r
injektiv. [

Sats 74 m; =ms+ k- N dirk € Z och N > 2°.

Bevis: Borja med att undersoka hur manga element i (Z,[z]/(h(z)))* som
uppfyller ekvationen i sats 72. Enligt lemma 73 &ar alla produkter av formen
e=lpen (@ —a) dire, <0och ) .,e, <r—2distinkta. Deras antal ar
antalet r-tupler av icke-negativa heltal vars summa ar hogst r — 2. Ligg da
till ett ytterligare tal sa att summan blir » — 2.

Antalet r + 1-tupler av icke-negativa heltal vars summa &r r — 2 &r antalet
sitt att placera r — 2 likadana bollar (motsvarar ettor) r + 1 olika lador
(motsvarar de olika elementen a i méngden och slasken, det som saknas till
graden r—2). Det dr samma sak som antalet permutationer av r — 2 likadana
element av en sort och r likadana element av en annan sort. De r elementen
ar da avskiljningar mellan de r+1 ladorna. Dessutom tillkommer nollvektorn.
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| (Zp[z]/ (h(2))? | > ((7"27;_2)2!)70!! _2r—22r—-3 2r—4 o1

r 7’—1'7’—2 2 1

Om man tar ut en term 2 ur de forsta r — 1 faktorerna sa far man 2 — %,

2— ﬁ, 2,2+ %, e, 24 %‘. For r > 3 sa kompenserar den sista faktorn

for de tva forsta faktorerna som &r mindre &n 2. Delgruppens storlek N ar
da:

N > |Z[a]/(h(x))] > 27
O

Niésta steg ar att studera hur stora m; och my ar jamfort med delgruppens
storlek.

Sats 75 my = mo.

Bewvis: Studera storleken pa mj och my och jamfor den med N:

m; < pL\/ %th/ =) < n2V T 92/ gt lgn

Eftersom 21gn < 2[lgn] < y/o,(n) enligt lemma 58 och o,(n) < =% sa fas
att:

m; < 2V =7or(n) < 2%1

Detta dr mindre &n delgruppens storlek NV, alltsa maste m; vara lika med
ma. O

Sats 76 Om n dr ett sammansatt tal svarar algoritmen SAMMANSATT.

Bevis: Antagande 64, att den dnda svarar PRIMTAL leder fram till att m; =
me enligt sats 75. Det kan skrivas om som att n = p¥, dir k maste vara 1,
n maste vara ett primtal, eftersom en primtalspotens skulle ha upptéckts
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pa rad 1. Det ger en motséigelse mot antagande 64 sa algoritmen svarar
SAMMANSATT. O

Da har jag gatt igenom de tva fallen: primtal och sammansatt tal och kan
komma till en slutsats.

Sats 77 Om n dr ett primtal, svarar algoritmen PRIMTAL annars svarar
den SAMMANSATT.

Bevis: Enligt sats 63 gor algoritmen rétt om det &r ett primtal och enligt
sats 76 om det &r ett sammansatt tal. [
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