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Kapitel 1

Introduktion

Genererande funktioner &r ett redskap, eller snarare en hel verktygslada, som
dr hopplockad av matematikens olika godbitar och limpar sig fér en méngd
av problem. Genererande funktioner viver samman analys, algebra, kom-
binatorik, mm. Dessutom ger de mycket ofta tacksamt eleganta losningar.
Vill vi veta vad det 176:e Fibonaccitalet dr? Vill vi kanske veta hur manga
av alla mdjliga permutationer, av en viss méingd element, som har kvadra-
trotter? Eller vill vi bara bistd med beslutsangest nir nagon planterar om
blommorna péa balkongen? I s fall har vi knappt borjat!

Detta arbete onskar ge en liten glimt av genererande funktioner och
deras anvindningsomraden. Det ar omojligt att, i ett svep, presentera deras
fullstéindiga makt. Arbetet har, under sin skapelse, visat mig att ju mer jag
upptécker, desto mer inser jag att det finns kvar att upptécka. Tanken &r
att formedla denna kénsla till de som har ett hum om matematiken.

Huvudsakligen &r informationen i detta arbete hamtat fran Herbert S.
Wilfs bok ” Generatingfunctionology”. Denna bok har &ven inspirerat till ett
mera vardagligt och lattforstaligt sprak mitt imellan alla formler. For 6vrigt
lag Ralph P. Grimaldis bok ”Discrete and combinatorial mathematics” och
Norman L. Biggs bok ”Descrete Mathematics” néra till hands.

Det som inte gar att fa ur en bok, ndmligen motivation, forstaelse och
méngder av talamod, vill jag tacka min handledare Rikard Bggvad for.



Kapitel 2

Ordindra genererande
funktioner

Vi borjar med definitionen och motiverar sedan intresset for genererande
funktioner.

Definition 1. Lat ag, a1, as,... vara en foljd av reella tal. Funktionen
e .
f(z) = ag + a1x + asx® + ... :Zaixl, (2.1)
i=0

dr en genererande funktion for den givna talféljden.

En genererande funktion dr alltsa ett redskap vi anvinder vid losande av
problem som vi vet har en talserie ag,aq,ao,..., som svar. Det kan t ex
handla om ett enkelt urvalsproblem (selection problem), eller antalet heltal-
slosningar till ekvationen ¢; +co+c3+c¢q4 = 12 dér ¢; > 0 for @ € {1, 2, 3,4}.
Visserligen finns det andra enkla metoder att 16sa den sortens problem och
genererande funktioner kan kidnnas nagot 6verkvalificerade. De kommer dock
vildigt vl till hands d& vi moter ett flertal restriktioner pa ekvationens
l6sningar.

Exempel 1. Bland manga rdda, blaa, vita och gula blommor (som enbart
skiljer sig at med firgen) vill vi vilja 12 stycken. Pa hur manga sdtt kan vi
gora detta sa att vi har minst 6 stycken vita, ett jamnt antal réda och inte
fler dn 5 gula blommor? Med andra ord séker vi antalet heltalslosningar till
ekvationen

Créd t Chig + Cgul + Coit = 12

dir cyip > 6,crgq Gr jaimnt, 0 < cgy < 5 och alla ¢; dr ickenegativa heltal.
Vi loser problemet pa foljande vis. Det finns bara ett sdtt att vilja 0, eller
2, eller 4... stycken bland odndligt manga, identiska réda blommor, ddrfor
associeras potensserien 1+x2+z*+ ... med de réda blommorna. Pd samma



sdtt associeras serien 1+ z' + 22 + 23 + ... med de blda blommorna, x5 +
'+ 284 ... med de vita, samt polynomet 1+ z' + 2%+ ...+ 2° med de gula
blommorna. Svaret pd vdr fraga dr nu helt enkelt koefficienten framfor x'?
1 utvecklingen av genererande funktionen

f(x) = Q42?42+ ) (1+z+a?+.. ) (@842 28+ ) (Ao +2®+. . +2P)

(2.2)
eller mer bestimt 49, eftersom vi har kopplat genererande funktionens poly-
nom till antalet heltalslosningat till den fran borjan givna funktionen. Hade
det istallet handlat om totalt 15 blommor med samma restriktioner pa de
fyra firgerna hade svaret givits av koefficienten framfor x> i genererande
funktionen 2.2.

Uppenbarligen, om vi totalt vill ha tolv blommor och minst 6 av blom-
morna ska vara vita, sa far vi aldrig ta mer &n 6 blommor av vardera
resterande farg. Vi skulle nu kunna noja oss med att representera t ex urvalet
av réda blommor med polynomet 1+x2+2z% 429, blaa med 1+z+22+.. . 425
och sa vidare, men det dr ofta littare att hantera oéndliga potensserier &n
dndliga polynom.

I exemplet ovan var var uppgift att hitta koefficienten a5 i den genererande
funktionen f(z). Vi kan med hjilp av genererande funktioner vilja hitta
ett exakt virde eller ett uttryck for a,. Skulle vi till exempel, med hjilp
av genererande funktioner, kunna ge ett uttryck for det n:te talet i se-
rien: 0,1,1,2,3,5,8,13,21, ..., det vill sdga talserien som rekursivt definieras
genom a, = ap—1+an—2(n>2,a9=0,a; =1), ocksa kind som Fibonac-
citalen?

Vi tittar forst pa den bekanta geometriska serien

1
1—z

o0

in:1+$—|—$2+$3+...: (2.3)
i=0

Vi kan med all rétt reagera pa att serien endast konvergerar da = € (—1,1).

Detta ar ingen huvudbry i denna lek, eftersom vi endast &r intresserade av

koefficienterna i utvecklingen da vi arbetar med genererande funktioner. Vi

betraktar d& serien som ett algebraiskt objekt snarare &n analytiskt och

behover inte bry oss om for vilka viarden pa x serien konvergerar.

ﬁ ar alltsa den genererande funktionen for talfoljden 1,1,1,.... Vi kan
derivera potensserien och far da
d 1 1 d
— = =—(1 2 4=
dw(l—x) (1—2)? dx( MR D)
=0+1+22+32%+...
ﬁ ar da genererande funktionen for talserien 0, 1,2, 3, . ... Vi kan fortsétta

pa detta sétt och konstatera att

d x x+1 d 9 3
- e :—O 2 3 ves) =
dx((l—x)2> A _ap apltetr2+3r+..)



=1+2%2+3%22+. ..

z(x+1)

genererar talfljden 12,2232 4> ... och (1—p) genererar 0%,12,22,32. 42, . ..

Vidare genererar

d <m(m +1)

L(TEE DN _ 3 4135 4 B .
Yl (1—35)3) Tl st

foljden 03,13,23,33.43, ... och sa vidare.

Exempel 2. Vi vinder nu pa steken och fragar: vilken funktion genererar
en given talfoljd? Vi tar Fibonaccitalen som exempel. Dessa kan rekursivt
skrivas som

Fn+1:Fn+Fn,1,(’I’LZ1,F0:0,F1:1) (24)

Vi soker den genererande funktionen F(x) =" -, Fpa™. Vi borjar med att
multiplicera ekvationen (2.4) med x™ och summera dver n > 1:

VL: ZFnﬂx" =Far+ Fa?+ B+ =
n>1

Detta eftersom

F(z) = Fy + Fia' + Fpa? + Faa® + Fya + ..
F(z)

T
och eftersom Fy =0 och Fy =1 har vi att

F
S Fupat = 28y
X

n>1

F
:?0+F1+F2x1+F33:2+F43:3+...

HL: {Fiz+ Fa® + Fa® + ..} + {Fox 4+ Fia® + Foa® + ...} =
={F(z)} +{zF(z)}

Vi har alltsa
F(x)—=z

X

D g

= F(x) 4+ xF(z) =

X

Vi har nu funktionen som genererar Fibonaccitalen. Helt spontant kdnns inte
resultatet tillfredsstillande. En skulle hellre se ett explicit uttryck for det n:te
Fibonaccitalet. Vi fortsditter dirfor med att partialbraksuppdela F(x).

1+4V5
=)

l—z—2%=1—zr )1 —ary), dir(rs




X

x
l—zx—22 (1—azr))(1—zr_)
_ 1 < 1 1 )_
Sy —r \l—azry l1—ar /)

= — r)al — r],x]>

720 320

Vi soker koefficienten till ™ for det n:te Fibonaccitalet. Tack vare de sndilla
geometriska serierna tar nu losningarna den begripliga formen:

L(“Jﬂ/g)n_(1_\/g)n>,n:0,1,2,...

2n

1
Fn:—5(ri—rf) = 7




Kapitel 3

Exponentiella genererande
funktioner

Vi har nu tagit ett litet smakprov pa vad som kallas ordinédra genererande
funktioner (ofta forkortat med OGF), som till exempel hjélper oss att hitta
antalet 16sningar till urvalsproblem, dir ordningen inte spelar nagon roll. Sig
nu att vi vill ta ett steg till och soka ett likvirdigt verktyg vid 1osning av
“omstruktureringsproblem” (rearangement problems), dér ordningen sjélv-
fallet spelar roll.
Vi borjar med att minnas binomialteoremet:
For alla n € Z, géller

(1 +a) = (0> s (T)H (2)++ ()

(1+a)™ dr alltsa OGF for talfsljden (5), (7). (5).---(1),0,0,0,... Men (}) &r
ju antalet sétt att bland n element vilja k element pa ett sétt dir ordningen
ej spelar roll och upprepning ej forekommer.

@ - /<:'(+ik:)' (3.1)

Samtidigt vet vi att antalet sétt att vélja k element av n utan upprepning
dér ordningen spelar roll ar

P(n,k) = =]

det vill sdga k! &r antalet delméngder med samma element men olika ordning.
Alltsa ar

P(n,1)z!  P(n,2)z? P(n,n)x™
(142" = P(n,0) DD P2l Pl



Definition 2. Lat ag,aq,as,... vara en foljd av reella tal. Funktionen

1 x2

xr
f(@) = a0 +argy +azgy +% }:%: (3.2)

dr en exponentiell genererande funktion (ofta forkortad EGF) for den givna
talfoljden.

Vi sag ovan att (1 + )" dr EGF till P(n, k), men varfor kallas den just
for exponentiell genererande funktion? Notera att Maclaurinutvecklingen av
e® ar

zt 2?23 = g
=14+ T+t Zﬁ (3.3)
=0
e” ar alltsa, forutom den exponentiella genererande funktionen for 1,1,1,1, ...
dven den ordinéira genererande funktionen for 17 30 31,, i, e

Exempel 3. Bland manga rida, vita, blaa och gula blommor ska vi vilja
12 stycken att plantera pa balkongrdckets blomsterlada. Hur manga olika
blomsterrader kan vi skapa, om blommorna enbart skiljer sig at med firgen
och vi vill ha ett jimnt antal réda blommor och ett udda antal vita blommor?
Den exponentiella genererande funktionen som associeras till problemet dr

2 3

2 4 3 5
f@) = (1+o+ 5+ >

213535
y+ ><+§+Z+“)(+§+y+ )

xT

) () = e )=
34015

=0 1=1

ef+e*

— (ea:)Q(
-3

Det sokta antalet blomsterrader dr nu koefficienten framfor ”{—;, det vill siga
1,412 11 '

2445 =41

1

En tanke som kan vara vard att dgna lite tid ar faktumet att potensserier
dr deriverbara. Sa om vi har en egf f som genererar talféljden {a,}°, vad
genererar f’7

n! (n—1)! n!
n=1 n=1 n=0
J' genererar alltsa {a,+1}5° och via induktion kan vi snabbt Gvertyga oss

om att det alltid géller att om f genererar talfoljden {a,}5° sa, for varje

h > 0 genererar % talfoljden {a,44}5°. Vi kan skjélvklart vinda pa detta
och inse att om ¢(x) = >, %a™ &r kind, sa kan vi alltid fa ut a, som

ap, = gb(")(()).



Exempel 4. Vi gar nu tillbaka till Fibonaccitalen for att jimfora de tva
sorterna av genererande funktioner. Féljande rekursion beskriver Fibonacc-
italen

Foyo=Fpy1 + by, (nZ 0)

Resonemanget ovan visar att den sékta exponentiella genererande funktionen
loser differentialekvationen

fr=f+f

Detta dr en differentialekvation med konstanta koefficienter och karakteris-

2 1+v5 .
==, Vi

tiska ekvationen x* = x + 1 med l[0sningarna r+ = loser alltsa

differentialekvationen med
f(@) =c1e™" + cpe™ "

och bestimmer konstanterna ¢, = 1/v/5 och ca = —1/v/5 med hjilp av
startvirdena Fy = 0 , Fy = 1, det vill siga f(0) = 0 och f'(0) = 1. Sam-
manfattnigsvis har vi

_ 1 1 T4LT TixQ rixg 1 rox  r2z?  p3a3 B
_%< Ty e e s g ) =

:%(“r(m—T—)%+(T3—T3)%+(ri—ri)g—!Jr...) (3.4)

z”

Eftersom n:te Fibonaccitalet ges av koefficienten till <

att

1 8.4 ser vi enkelt

Resultatet dr betryggande nog det samma som vi fick genom ordindra genererande
funktioner, fastin vdgen dit var lite olika. Sa nu dr det upp till var och en att
vdlja vad man tycker mest om - partialbraksuppdelning eller differentialek-
vationer.

10



Kapitel 4

Permutationer

En permutation av en icke-tom méingd X &r en bijektion fran X till X.
Vanligtvis sétter vi X lika med N,, = {1,2,3,...,n}. Som exempel kan vi
visa «, en enkel permutaion av N5 dér « definieras av ekvationerna

a(l)y=2,a2)=4,a3)=5,a(4)=1,a5) =3

Antalet permutationer av n element &r naturligtvis samma som antalet in-
jektioner fran N, till sig sjalv, det vill séiga

nn—1)(n—2)...1=nl!

Vi gor som alla andra och kallar alla permutationer av N,, for den sym-
metriska gruppen S, och forklarar det, kanske klarare, som, méngden val
dér ordningen spelar roll och aterlaggning inte ar tillaten. Med andra ord
omorganiserar vi elementen efter ett givet "schema” som bestims av per-
mutationen. Som exempel innehaller S , som véntat, 3! = 6 permutationer.
Dessa ér:

1 2 3 1 2 3 1 2 3

2 A
231 312 321

Ett kompaktare sitt att skriva samma sak &r
(1) 2) @) 1)(23) (12)(3)

(123)  (132) (13)(2)

«—
«—

Detta kallas ”cykelnotation” (cycle notation). Detta ”schema” beskriver hur
vi ska rora oss runt i en permutationscykel, eller vilka termer som permuterar

11



till vilka. (1 3 4 2)(5) visar till exempel att fran ettan gar man till trean, fran
trean till fyran, fran denna vidare till tvaan och sen tillbaka till ettan och
sa haller man pa runt, runt, ett steg i taget. Fran femman gar vi alltid bara
tillbaka till femman. Det &r alltsd en permutation av fem element uppdelat
i tva cykler. For enkelhetens skull, eller ibland av rent slarv, betraktar man
en permutation och dess omorganisering (coresponding rearrangement) som
samma sak, men detta kan stoka till det nér en talar om succesiv omorgan-
isering (successive rearrangement). Pa det stora hela bér man minnas att en
permutation dr en sorts funktion. Nér vi betraktar en permutation som en
funktion ar det enklare att forsta hur de borde sittas ihop. Det gar litt att
visa att foljande géller:

eOm feS,ochgeS,safogels,.

o (fog)oh=fo(goh)men fog#gof

e Det existerar en identitetsfunktion id sa att ido f = f = f oid. Denna &r
id(i) =i ,1 € N,.

e For varje f € S, existerar inversen f~! € S, sdaatt fof ' = flof =id

Exempel 5. Vi kopplar av nu med lite enkel sammansdtining av permuta-
tioner. Lat o0 = (123)(456) (78) och T =(1357)(26) (4) (8) da kan vi
snabbt kontrollera att

or=(16478)(25)(3)
To=(1)(36)(58724)
0?2 =(132)(465) (7) (8)
o 1=(213)(546)(87)
1 =(3175)(62) (4) (8)

12



Kapitel 5

Symmetriska gruppens
cykelindex

Forsta sortens Stirlingtal ger oss antalet permutationer av n element och som
har exakt k cykler. Vi vill g& ldngre och inte bara titta pa antalet cykler hos
en permutation utan antalet cykler av varje langd. Lat a = {a1,a9,as,...}
vara en foljd av ickenegativa heltal sa att n = a1 + 2as + 3as + . .. &r dndlig.
Vi vill da stka antalet permutationer av n element och som har exakt aq
cykler av langd 1, as cykler av lingd 2, osv...For en given permutation o
kallar vi vektorn a(co) for sigmas cykeltyp (cycle type of o), dvs den talar
om antalet cykler av varje lingd hos o. Lat nu c(a(o)) vara det onskade
antalet permutationer. Da kan vi kalla

On(x) = Z cla)z{* x5 x5 . ..
aj+ag+...=n
a1>0,a9>0,...

for det cykliska index av symmetriska gruppen S,,.

x* = a'wy?ag® ...
och vi summerar 6ver alla heltalslosningar till ekvationen aj + 2as + 3as +
... =n. Vivill gdrna kunna bestdmma ¢, (x), for da skulle koefficienten till
varje x* vara antalet permutationer av n element och vars cykeltyp &r a. Vi
ska darfor ge oss pa att hitta genererande funktionen

inf

Cit) =Y (bn(x)g
n=1 ’

Vi ska bérja med att hitta den exakta formen for c¢(a) och sen visa att dess
genererande funktion faktiskt genererar foljden. Antalet permutationer av
typ a ér alltsa c(a), men, for ett givet a, hur manga permutationer T har a
som cykeltyp? For att svara pa fragan tar vi hjalp av ett lemma.

13



Lemma 1. Lat m, a, k vara givna heltal. Antalet sdtt att vilja ka element
fran m olika element och arrangera dem i a cykler av lingd k dr

m/!
L —
f(m, a, k) (m — ka)!k%a!

Bevis:  Det finns (mTi;m), sétt att vélja en ordnad ka-tupel av de m
elementen. Varje ka-tupel vill vi ha ordna i a cykler av lingd k, men det
spelar ingen roll vilken ordning cyklerna kommer. Antalet sétt att ordna
a cykler dr ju a!. Vidare har vi i varje cykel k mojliga sétt att skriva upp
samma cykliska permutation, (ty (1 2 3) &r samma sak som (2 3 1)).

Vi har alltsa k% likadana permutationscykler i varje ka-tupel.

Vi atergar till fragan: hur manga permutationer 7 har a som cykeltyp?
Lemma 1 ger att om vi har n element och en f6ljd av ickenegativa heltal
ai,as,as, ... sadana att a; + 2as + 3ag + ... = n sa ir

fn,a1,1)f(n—ay,a2,2)f(n—a; —2az,as, 3) f(n—ay — 2as — 3as, a4,4) ... =

n! (n—ay)! (n — a1 — 2ay)!

(n —ayp)!lai1% (n — ay — 2a9)'as!2%2 (n — a; — 2a9 — 3asz)laz!d3as =

n!
N a1!a2!a3! ...2023a34a4

antalet séitt att dela in elementen i a; cykler av ldngd 1, as cykler av langd
2, ag cykler av langd 3, osv. Vi har déirigenom bevisat féljande sats:

Sats 1. Lat a vara en foljd av ickenegativa heltal for vilka Zj ja; =n. Da
ar antalet permutationer av n element och cykeltyp a

n!
[1j5105%%

cla) =

Vi kan nu fortsitta var jakt pa den genererande funktionen for antalen c(a),
det vill sidga

Cit) =Y ¢n(x)g _

n>0
tn n
_ a _ a1, a2 a3  _
= Z ) Z cla)x® = Z o Z cla)e]'xy?xs® ... =
t>0 = aptagt..=n t>0 = ajtagt..=n
- a1>0,a9>0,... - a1>0,a9>0,...
(S ) (s ) (3
- 191q,! 202! azggl )T
a1>0 1 a2>0 2 a3 >0 3as

t2x2 t3x3 t4ac4

—efle 2 e 3 e 1 ... =

14



:p<27’5>

Jj1

Vi kan sammanfatta detta i foljande sats

Sats 2. Koefficienterna till % 1

C(x,t) = exp(Z ijtj>

Jj1

ar cykelindex till Sy, det vill siga genererande funktionen ¢, (x) ovan (an-
talet permutationer (av n element) av varje majlig cykeltyp). Med andra ord
kommer koefficienten till Xa’;l—n! vara antalet permutationer av n element och
cykeltyp a.

Detta kan generaliseras till en formel for exponentiella familjer, men det
lamnar vi for ett annat arbete.

15



Kapitel 6

Rotterer av pmutationer

Lat o vara en permutation. Vi vill beskriva och rikna de ¢ som har kvadra-
trotter, dvs for vilka det finns en permutation 7 sadan att o = 72, eller,
mer generellt, de o som har en j:te rot om det finns ett 7 sa att o = 77. Vi
vill kunna hitta antalet permutationer av n element som har j:te tétter. Vi
borjar med kvadratrotter.

6.1 Kvadratrétter av permutationer

Lat 7 vara en enkel, cyklisk permutation:
8§—-3—-13—-19—-7—-12— 38
Nér vi kvadrerar 7 gar vi tva steg at gangen, dvs 7 bildar tva cykler:
8§ >13—-7—-80ch3—-19—-12 -3

Vi kan snabt konstatera att cykler av jamn lingd bildar tva cykler vid
kvadrering, medan cykler av udda langd forblir en cykel av samma langd
fast med ny ordning av elementen. En cykel, i 72, av jamn lingd kan bara
vara ett resultat av uppdelning av en dubbelt sa lang 7 i tva cykler. Vander
vi pa kakan kan vi konstatera att, om o har en kvadratrot, s4 maste antalet
av dess cykler av jamn langd, vara jamnt.

Sats 3. En permutation o har en kvadratrot om och endast om antalet cykler
av o som var och en har jamn ldngd dr jimnt.

Bevis: Antag forst att o dr sadan att antalet cykler av o som vardera har
jamn lingd #r jaimnt. Vi kan da konstruera ett 7 sadant att o = 72. For att
gora det viljer vi ett par cykler av samma jimna lingd flitar ihop dem till
en cykel av dubel langd. Om cyklerna &r

(a1 a2 as e am) och (bl b2 b3 e bm)

16



sa bildar vi 7 enligt foljande
(a1 b1 a9 b2 as b3 e [07%9%% bm)

Nér vi satt ihop alla cykelpar av jimn lingd aterstar cyklerna av udda langd.
Varje cykel av udda liangd 2m + 1 i ¢ bygger vi om till en lika lang cykel i
7 enligt foljande. Om cykeln i o &r

(01 c €3 ... OCom 02m+1)

mobleras elementen om och cyklen kommer i 7 vara

(1 Cm+2 €2 Cnmy3 €3 ... Cm Comyl  Cmel)

Lat oss nu definiera f(n,2) som antalet permutationer av n element som har
kvadratrotter. Vi vill hitta genererande funktionen for talfoljden { f(n,2)}72 .
Om vi ténker oss en cykeltypsvektor (cycle type vector) a for en permutation
som har kvadratrotter, maste i den foljden varje tal med jimnt index vara
jamnt, medan de med udda index kan vara godtyckliga. Tack vare sats 2 vet

vi att koefficienten till x* —! i exp { Yo, E £ L Hr antalet permutationer av

n element och med cykeltyp a. Vi maste nu ur detta fa fram summan av de
koefficienter som vi &r intresserade av, ndmligen a-vektorer for vilka tal med
jimn index dr jimmna. Vi gor pa foljande vis: eftersom alla virden pa udda
indexerade heltalen &r tillatna satter vi z; = 1 for alla udda i. For att bara
vilja de jaimna potenerna i xo; anvinder vi cosh-serien. Varfor? Jo, vi kan
ha ett svagt minne av att cosh(z) = <E— | z € R (se annars t.ex. “Analys
i en variabel“ av Arne Persson och Lars—Christer Boiers avsnitt 1.11 om de
hyperbolliska funktionerna). Taylorutvecklar vi uttrycket far vi:

563 564 $2 3 4

e”—l—e‘gC 1 1 :U2 1 T T
1 x? zt 2f R
2<2+2§+2E+§+ )= Lt G+ g+ g T

det vill sdga bara de termer med jadmna exponenter i utvecklingen av e®
Saledes anvinder vi cosh(xy; 21) och sdtter hiar x9; = 1. Vi kan nu dra slut—
satsen att f(n,2), antalet permutationer av n element och som har kvadra-
trotter uppfyller

tn t2 3 t4 5
Zf(n,Q) —ecosh(2)et3 cosh(4) €5 ... =
n>0

t3 t5 t7 t2m
—eap(t+=+=+ o+ ) h(e—) =

emp(t+3+5+7+ ml—>[1608 )
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1 t2m
=4/ — T +t H cosh

m>1
45 46
—1+t+ +3§+12—+60§+270—
For att klargora tankegangen bor vi kanske papeka foljande
2?2 2 2t
log(1 =r——=4+—=———+4...
og(l+z)=2 5 + 3 4 +
2?2 23 2t
logl—z)=—2——— — — — —
S R T
A
t+—+—F—+...=
+ 3 + 5 + 7 +
1
= 5([09(1 +x) —log(1 — z))
AN
p< —l— —l— + = 7 +. )
1
= (5 log(1 4 x) — log(1 — x))) =

elog(1+z) 14z
6log(lfm) - 1—2¢
Vi kan konstatera att foljden { f(n,2)} borjar med

1,1,1,3,12,60,270, 1890, . .

6.2 j:te rotter av permutationer

Det hér var roligt och nu bérjar allvaret. Vi soker ndmligen { f(n, j) }n>0, det
vill sdga antalet permutationer av n element som har j:te rétter. Vi borjar
med att infora lite nya beteckningar. Om p &r ett primtal och n &r ett heltal
kommer vi att med e(p,n) mena den hogsta potensen av p som delar n. For
varje par av positiva heltal (m,j) kommer vi skriva

)) = Hpe(pvj)
plm

Vart forsta steg ar generalisering av sats 3, det vill sdga att faststélla for
vilka permutationer o det existerar en permutation 7 sadan att o = 77 (j
givet).

Sats 4. En permutation o har j:te rétter om och endast om det for varje
m = 1,2,3,... gdller att antalet cykler av lingd m hos o dr en multipel av

((m.j)).
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Bewvis: Lat 0 = 77 vara en permutation av lingd m, m = 1,2,3,....Vi
tanker oss en cykel av lingd 7 i 7. I 77 kommer denna cykel bidra med
sgd(r,j) cykler av lingd m. Dérfor maste vy, cyklerna av lingd m i o
komma fran cykler av liangd r i 7 dér r/sgd(r,j) = m. Tittar vi nu pa
ekvationen r = sgd(r, j)m ser vi att r maste vara en multipel av m((m, j)).
I s& fall maste alla cykler av lingd m i 0 komma fran komma fran cykler av
laingder som &r multipler av m((m, 7)) i 7. Omvént maste varje sadan cykel
i 7 bidra med en multipel av ((m,j)) m-cykler i o. Alltsa dr antalet cykler
av lingd m i o multipler av ((m, j)).

Det héar blev kanske lite rorigt, sa vi konstruerar en rot. Lat o vara
en permutation som uppfyller kravet. Vi konstruerar en j:te rot. Sitt g =
((m,j)). Antalet cykler av lingd m &r nu en multipel av g, sa vi buntar ihop
dem i g cykler av langd m per knippe. Varje knippe kommer att bilda en
ny cykel av lingd mg genom att i en cykel med mg platser forst placera
ut en cykel av lingd m sa att det finns lika manga toma platser mellan
elementen. Det vill séiga forsta elementet i m-cykeln placeras pa plats 1 i
mg-cykeln, andra elementet i m-cykeln placeras pa plats g + 1 i mg-cykeln,
och sa vidare tills hela m-cykeln &r utplacerad. Tag sedan nésta m-cykel i
knippen och placera ut den pa samma sitt med forsta elementet pa plats
2, andra elementet pa plats g + 2, och sa vidare. Fortsétter vi pa detta sitt
tills knippen &r slut har vi bildat roten till knippen. Fortsitter vi sa for alla
knippen har vi bildat den j:te roten till o. Vi sétter lite siffror pa tillvaron
i ett exempel.

Exempel 6. Lat oss beskriva o pa foljande vis:
(14) (25) (36) (71013) (811 14) (912 15)

o uppfyller kraven for att ha en 3:e rot, eftersom antalet cykler av ldngd 2
ar en multipel av ((2,3)) = 1 och antalet cykler av lingd 3 dr en multipel
av ((3,3)) = 3. Vi konstruerar nu enligt ovan en 3:e rot till o, det vill siga
sdtter ihop ett T som uppfyller 7 = o. Cyklerna av lingd 3 bildar bara en
“knippe” och placeras ut i en nio platser stor cykel. Vi borjar med cykeln
(71013):

(7--10__-13_.),

fyller pa med cykeln (811 14):
(78_1011_1314_)
och avslutar med (912 15):
(7891011121314 15).

Men vem pastar att vi maste just placera ut cyklerna i denna ordning? Kan
vi lika girna borja med (81114) 2 Javisst! Vi kan testa lite fort och konstatera
att bland andra

(8791110121413 15).
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lika vdl som
(978121011 1513 14).

uppfyller sin del av 72 = 0.

Nu aterstar cykler av ldingd 2 att omorganisera sa att elementen star 3
"steg” ifran varandra enligt den cykliska notationen. Enligt sats 4 kan vi
behandla en cykel at gangen. Detta dr sant efersom om vi “hoppar” fran
element ett tre steg i cykeln (14), hamnar vi pa det andra elementet (och
vice versa). Alltsa dr T till exzempel:

(14) (25) (36) (78910111213 14 15).

Nu maste man ju fraga sig: kan man inte baka thop de ddr cyklerna av lingd
22 Absolut! 73 = o uppfylls ju dven dd T dr:

(123456) (7891011121314 15).

Slutsats? Det kinns mycket frestande att modifiera sats 4 och pasta att en
permutation o har minst en j:te rot om...

For att nu fortsitta jakten pa den exponentiella genererande funktionen
for talféljden {f(n,j)} fortsétter vi som for kvadratrotterna ovan. Forst
bestammer vi att exp,(r) &r den delen av utvecklingen av e® som har
potenser som dr delbara med ¢, alltsa

Pkl
expq(z) = ZW (e=1,2,3,...)
>0 Jq):

Som forut dr expi(r) = €® och expa(x) = cosh(z). For att hitta exps(x)
tittar vi forst pa en ldngre hirledning av exps(x) med ”roots of unity” eller
”de Moivre Numbers”, det vill siiga rétterna & = e2™%)/7 till ekvationen
™ = 1. For enkelhetens skull later man k£ = 0,1,2...,n—1, da 1 alltid &r en
rot till ekvationen. Om en potensserie konvergerar mot en funktion f kan vi
plocka ut en viss del av serien. Om vi léser ekvationen z? = 1 enligt £ ovan
far vi =1, vilket vi redan visste. Funktionen f som potensserien konvergerar
mot har nu egenskapen att

f(&ox) 42- f(&z) Zr: "

bara innehaller termerna med positiva potenser i utvecklingen av f(x). Dett-
ta géller eftersom

1"+ (-=1)" [ 1 ,omn érudda
2 0 , om n ir jAmn
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I vart fall dr f(x) = e® och Y, ag,?" = cosh(z). Om vi nu foljer samma
steg for n = 3 ser vi att &y =1, & = e™/3 och & = e®™)/3 och eftersom

§+&T+& [ 1, ommn dr delbart med 3
3 1 0 ,annars

vet vi att

f(&ox) + f(&1w) + (€
o0x 31.%' 21‘ Z(Z3r£ﬂ

Detta utvecklas for de 6vriga exp,(z). Vi har foljande
lzgn: 1 ,omndelarr
r 0 , annars
=1

Pa samma sitt som for kvadratrotterna kan vi alltsa plocka fram alla
”dugliga” delar av potenserna och sammanfatta det som

Zf n,j)— Hexp( 7]< ),(j:1,2,3,...)

Nu kan vi pusta ut, ta en fika och pa kul kolla vad som hinder nér vi stoppar
in olika virden pa j och n i varan vackra skapelse.

Vi borjar med k = 1 och kollar om vi kommer fram till nagot som kénns
ritt. Forst konstaterar vi att ((m,1)) = 1 for alla virden pa m. Vi har da

Zf ) ylxp<%>

For att kaffet inte ska kallna kan vi begréinsa oss till 1 > n > 5 och kallar
dérfor termer som innehaller enbart x med hogre potens &n 5 for r nér vi
utvecklar ekvationen ovan.

0 m CCl $2 563 564 $5
H GCCp(E) = ETP1 <T> eTrp1 <7> eTrp1 <§> ETP1 <z> ETP1 <E> +r =

m=1
2 25 o R 3 ! 25
(H—x—i— o +.oot = = +r> <1+ o1 +3—+r> <1+2§+r> <1+6Z+r> <1—|—24 5 +r> =
1+$+2—2+6§—?+24Z—?+120§—? +r=
22 3 2 25
1—|—1‘x—|—2‘— +3'§ +4!Z —|—5‘§ +r=

Eftersom o! = ¢ maste alla méjliga permutationer av n element ha en forsta

rot. Vi har redan ndmnt att antalet permutationer av n element &r n!. Darfor
kénns det betryggande att utvecklingen ovan resulterar i att koefficienten
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framfor ™ /n! dr just n!. Vi fortsétter med att utveckla ekvationen for j = 2.
((1,2)) =1, ((2,2)) =2, (3,2)) = 1, ((4,2)) = 2 och ((5,2)) = 1.

a " xl x2 a3 xt b
H ea:p<ﬁ> = exp; <T> exrpy <7> exrpy <§> exrpo <Z> expl <E> +r =

m=1
2 3 4 5 4 3 5
xr xr xr xr xr xr xr
<1+$+§+§+Z+a+r> <1+3Z+r> (14‘254‘1‘) <1+I‘) <1+24§+r> =
2 3 4 5
xr X xr

Ennu en gang moter vi ett resultat som vi kéinner igen, kvadratrétter har vi
namligen redan gatt igenom en gang. Sahér kanns det da tryggt att fortsitta
och falosningarna { f(n,3)} = {1,2,4,16,...},{f(n,4)} = {1,1,3,9,45,...},
och sa vidare.
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Kapitel 7

Analys till dessert

Ja, vad kan vi ténka oss att stoka till med nu da? Genererande funktioner
ldmnar oss ofta med talserier vi kan arbeta vidare med for att hitta, till
exempel koefficienten till det n:te talet i utvecklingen. Med lat oss nu anta
att vi inte dr sa krdsna och bara vill veta ungefiar hur stort ett tal &r. Tag
det hiar med permutationer som exempel. Kan vi fa reda pa hur manga
permutationer av n element vi kan forvanta oss, om vi har restriktionen att
inga cykler ar av kortare lingd &n ¢?

Vi sag i kapitlet innan att koefficienterna till

1 (55)
H erp| —

m
m=1

dir m ar cykellingden, ger antalet pemutationer av n element. Att infoéra
restriktionen att alla cykler ska vara ldngre &n ¢ &r helt enkelt att istéllet

utveckla
o0 xm
H exp <—>
m

m=q+1

z"

7 1 utvecklingen av

Vi kan nu ta hjilp av att

1 +x2+x3+x4+x5+
=rx+—+—4+—+—=—4...
1—=x 2 3 4 5

log

och utveckla tankegangen med

ﬁ exp(%) :eacp< i %)

m=q+1 m=q+1
1 ™
=expl|l — — | =
p( 91 Z m )
1>m>q

_ 1 ef{m+x2/2+...+mq/q}
1—-x
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Kalla denna funktion for f,(x).

Hér kan vi trassla in lite analys. Vi vill nu ha reda pa hur f,(z) uppfor
sig asymptotiskt. Analysen pekar fort pa att man ska leta efter singularitet
niarmast origo for att kunna bestdmma storsta radien for vilken cirkeln runt
origo inte innesluter nagon singularitet. Vi vill nu alltsa ha den genererande
funktionen korrekt fran analysens synpunkt fér att kunna titta pa konver-
gens. Tidigare har det bara handlat om koefficienterna till x och inte x sjélv.

Den enda singulariteten hos f,(x) i det &ndliga planet &r « = 1 och da

samma som 1
e Ha
1—z

dir H, ar det g:te harmoniska talet

H, =1+ L + L + ! + + !
= sTgtatty
Funktionen
1—z 1—=x

ar da korrekt ur analysens synpunkt i hela planet eftersom den &r lika med
0dax=1.

Om {¢,} skulle vara koefficienterna till %L i utvecklingen av f,(x) runt
origo och {d,, } koefficienterna i utvecklingen av ﬁe_H‘l sa skulle skillnaden,
¢n—dy,, vara mycket liten da n skulle vara stor. Det gar att visa att skillnaden
(det vill séga n:te koefficienten i g(x)) &r av storleksordningen O(€") da
n — oo for varje e > 0. Mer krésna &#n sa kan vi inte vara och dérfér kan
vi approximera de ”okdnda” koefficienterna till f;(z) med de i den enklare
funktionen ﬁe’HQ.

Om vi gbmmer analysen igen kan vi sammanfatta resonemanget. Om vi
kallar antalet permutationer av n element och med alla cykler stérre dn q

for f(n,q), det vill séiga det som ovan skulle vara

fiw) =3 flna)s
n=0

approximeras f(n,q) enligt

f(’I’L,Q) _ equ
nl

Detta var bara en kort glimt av genererande funktionernas enorma vérld,
som slingrar sig in i alla matematikens hérn och kanter. Genererande funk-
tioner bygger broar mellan analys, algebra, kombinatorik och mycket annat.
Dagens datorer gor dessutom rekursionerna at oss och avlastar oss fran att
monotont rikna for hand. Vem har tid och lust att rikna, ndr man kan dgna
sig at matematik istéllet?
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