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Binomialmodeller

Referat

I denna uppsats behandlar vi tva problem dar tyngdpunkten ligger
1 analysen av dess respektive binomialmodell. Inledningsvis
analyserar vi ett spel, till vilket vi s6ker en optimerad spelstrategi,
och tittar ndrmare pa hur sma fordndringar av forutsiattningarna
paverkar utgangen av spelet. D& de bakomliggande berdakningarna
till detta problem ar omfattande har vi genomgédende anvéant oss
utav datorsimuleringar for att lattare askadliggora problemets
natur.

Vidare ger vi en héarledning av Black-Scholes formel for
prissidttning av en europeisk aktieoption med hjalp av den
binomialmodell som presenterades av Cox, Ross och Rubinstein ar
1979. Denna modell bygger pa att tiden fram till optionens mognad
delas upp i ett storre antal tidssteg dar utvecklingen av aktiepriset
mellan varje tidssteg antas folja nagon av tva mdjliga vagar. Vi
visar hur optionspriset med hjilp av denna modell konvergerar
mot Black-Scholes optionsformel d& vi anvinder allt fler tidssteg.

Vi ger ocksa ett kompletterande bevis av centrala gransvirdes-
satsen di det visar sig att denna sats dr av avgorande vikt i
analysen av bada dessa problem.
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1 Inledning

Vikten av att beskriva verkligheten med hjilp av matematik har
alltid varit stor. Det visar sig dock ofta svart att ta hansyn till alla
faktorer varav vi vanligtvis gor vissa forenklingar och antaganden
for att gora problemen mer hanterbara. Pa detta sitt formar vi en
godtagbar matematisk modell av verkligheten vilken vi sedan kan
analysera.

I denna uppsats tittar vi ndrmare pa en sadan modell vilken ger
svar pa hur vi kan védrdera aktieoptioner. Denna modell, allmint
kallad binomialmodellen, bygger pa att tiden ¢ fram till optionens
mognad diskretiseras 1 ett storre antal tidssteg. Vidare gors
antagandet att utvecklingen av aktiepriset mellan varje tidssteg
kan anta nagot av tva viarden. Utvecklingen av aktiepriset bildar
saledes ett binomialtrad dar 16ven representerar de mojliga varden
aktien kan anta vid tiden ¢. Fér att nu kunna véardera motsvarande
option maste vi géra rimliga antaganden av hur denna utveckling
kan se ut. Vi kommer att resonera kring dessa fragor men ocksa
analysera resultaten av att anvidnda allt mindre tidssteg for att pa
detta satt simulera utvecklingen 1 kontinuerlig tid.

Inledningsvis analyserar vi ytterligare en binomialmodell som
framtriader ur ett spel som bygger pa att vi far singla ett mynt
maximalt n ganger, men med mdjligheten att sluta nar som helst
innan dess. Med hjalp av en given vinstformel 4r nu vart mal att
avgora den forvantade vinsten. Vi visar hur vi kommer fram till en
optimal och generell strategi vilken vi ska f6lja under spelet gang.
Vi undersoker ocksa konsekvenserna av att lata rdanterelaterade
forluster inga 1 berdkningarna av var aktuella vinst. Under
forutsattningen att vi far anvianda ett obegriansat antal kast visar
det sig att dessa ranteférluster far stor inverkan for utgangen av
spelet.






2 Analys av en optimerad
spelstrategi

I detta kapitel kommer vi att analysera ett till synes relativt
enkelt problem men som visar sig innehalla en rad intressanta och
mer djupgaende observationer. Vi kommer till en borjan angripa
problemet numeriskt dar vi tar hjdlp av datorsimuleringar men
ocksa, nir det dr mojligt, visa hur vi kommer fram till samma
resultat rent analytiskt.

2.1 Problemstallning

Ett spel gar ut pa att singla ett mynt maximalt n ganger. For varje
krona okar vinsten med ett och minskar med ett fér varje klave.
Vinsten v efter k kast ges da av

v(h,k)=2h—k (1

diar 4 ar antalet kast med krona som utgang. Vi ska senare
analysera problemet da vinsten &ar beroende av rantan r enligt
formeln

v(h bk, r)=2h—k)-e* (2)

vilket da kan tolkas som nuvirdet av den vinst som ges av (1) om
tiden representeras av k. Vinstformeln (1) &r siledes ett specialfall
av (2) med r=0. Vidare fir vi nér som helst sluta innan vi gjort
alla n kasten. Om vinsten dr negativ da vi slutar sitter vi vinsten
noll. Med namnda kriterier 4r nu malet att hitta den optimala
spelstrategin och med hjalp av denna berdkna den férvéantade
vinsten.

2.2 Grundlaggande analys

Inledningsvis bestimmer vi den optimala spelstrategin. D4 malet
4r att maximera vinsten dr det bara intressant att fortsitta efter k
kast om den forvintade vinsten, da vi fortsitter, ar storre 4n den
aktuella vinsten v. Vi definierar denna strategi som

11, (h, k)= max(v(h,k), LT1, (A k+1)+110, (A +1,k+1)) (3)

dar da k=n

1 hn)= |

v(h,n), v(h,n)>0
0, v(h,n)<0

Denna generella strategi leder till att vi kan berdkna den
forvantade vinsten. Vi borjar med att berdkna den foérvantade
vinsten om vi fortsitter for alla mojliga vinster efter n— 1 kast.
Detta gors genom att fér varje vinst efter n—1 kast berdkna
medelviardet av de tva mdjliga vinsterna efter » kast. Vi kan nu
avgoéra om vi ska fortsétta eller inte for alla mdjliga vinster efter
n— 1 kast. Genom att fortsétta pa detta sétt och successivt berdkna



de forvintade vinsterna bakldnges far vi fram den forvintade
vinsten vid borjan av kastserien, I1,(0, 0). FIGUR 1 illustrerar hur
I15(0, 0) = 0.75 berdknas.
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FIGUR 1 Berédkning av II3(0, 0) = 0.75. Graa punkter indikerar att vi ska fortsétta,
ljusgraa att det inte spelar nagon roll om vi fortsitter eller stannar och morkgraa
att vi ska stanna. (a) Berdkningens borjan. (b)-(c) Mellanliggande berskningar. (d)
Sista berdkningen.

En intressant fraga 4r om det finns mojligt att berdkna I1,(0, 0)
utan att successivt beridkna Il,(h, k) bakldnges. For att svara pa det kan
vi studera skillnaden IT;.(0, 0) — ITx(0, 0). IL,(0,0) kan da uttryckas
som den teleskoperande summan

—_

5 1,,(0,0)-11,(0,0) n=1,2,3,... (4)

0

bt
I

dr T1,(0, 0) = (0, 0) = 0.

Av figuren framgar att II;(h, k) > v(h, k) vilket betyder att vi alltid
kan fortséatta kasta. I de fall II(h, k) = v(h, k) ar det naturligt att
stanna men vi kan forstas lika gédrna fortsatta, i varat fall galler
detta endast da 2 =2 och k=2 vilket ger I15(2, 2) = v(2, 2) = 2.

Generellt géller att IT,(h, k) > v(h, k) da v(h, k) = 2h —k. Detta ar sant
pga. att 12v(h, k+1)+12v(h+1,k+1)=2h—k=w(h, k) samt om
v(h, k) <0 da vi stannar sitts v(h, k) till noll. Vi kan nu bestdmma
oss for att alltid utnyttja alla n kasten.

Vidare observerar vi att det enda fallet dd vi tjanar pa att fa
ytterligare ett kast efter n kastade ar nér vi befinner oss 1 punkten
(k, v) = (n, 0). Av detta f6ljer att n méste vara jamn, se FIGUR 2.
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FIGUR 2 Att fa ytterligare ett kast efter n kastade 4r bara fordelaktigt om vi
befinner oss i punkten (k,v)=(n0). (a)-(b) TI40,0)—1I3(0,0)=0. (b)-(c)
I15(0, 0) — I14(0, 0) > 0. Féargerna har samma betydelse som i FIGUR 1.

Den forvantade vinstokningen av ett extra kast ges da av

2k
H2k+1 (0,0)— HZk (0’0) = ( k ](%)Zk % k=0,12,... (5)

dvs. sannolikheten att vi fatt lika manga krona som klave efter
n =2k kast multiplicerat med den férvintade vinsten av kast n + 1.
Vi kan anvinda denna formel i och med att I1,(k, k) > v(h, k) for alla
véagar som leder till punkten (k, v) = (n, 0). Det finns alltsa ingen vag
till (n,0) dar vi skulle ha slutat innan vi kastat alla n kasten.
I1,(0, 0) kan nu uttryckas som

inw (0,0)-11,,(0,0) n=1,2,3,... (6)

k=0
viket slutligen da ger

Hi
I,(0,0)=1 > (2:)(%)2" n=1,2,3,... (7)

k=0
dr T1,(0, 0) = (0, 0) = 0.

Ett alternativt satt att berdkna I1,(0,0) 4r att summera de
v(h, k) = x> 0 multiplicerat med sannolikheten att v(h, k) =x da k=n.



Da antalet kast med krona som utgang, %, efter k& kast éar
binomialférdelat [7] far vi att

1 (0,0)= Z}(Zj(%)"(%—n) n=1,23,... )

n+l
h{T
dar T1,(0, 0) = (0, 0) = 0.

2.2.1 Gransvardesanalys

Intuitivt borde griansvirdet av I1,(0, 0) vara odndligheten da n — oo.
Detta kan motiveras av att den foérvidntade vinsten, om vi
fortsatter, aldrig 4r mindre 4n den aktuella. Om vi dessutom far
ett odndligt antal kast 4r den forvidntade vinsten alltid storre &n
den aktuella, I14(4, k) > I1,(h, k).

Sedan tidigare har vi att

11,(0,0)= J%l(%j@)“ n=1,2,3,..

o Lk

och di n — o kan vi uttrycka gransvirdet, I1,,0, 0), som

H

-1
limi > a, 9)

n—>x0 =0

dar

o

For att bevisa att I1,,(0, 0) = oo kan vi utnyttja att

()" (10)

lim) b, =lim) +=o0 (11)
n—>0 k:l n—>0 k:]

Om vi nu kan visa att a;>b, for alla k>gq foljer att I1,.(0, 0) = oo.
Detta visas med hjilp av ett induktionsbevis [8]. Vi bérjar med att
konstatera att a;>b, for k=g=4 da a,=0.2734375>0.25 =b,. Om
kvoten Ay = ay+1/ay > by +1/by = ;. for alla k> g ar foljaktligen ag.; > by
for alla k> q.

Da

a, :(Zk](%)zk _ (2k).(2k_1) ..... (k+1),(L)2k (12)

k k-(k—l) ..... 1

foljer att



2k +1))- 2k +1)=1)----((k+1)+1)

R 110 o e
k- (k — 1) ..... 1
@+ +1)-1) v (2k+2)-2k+1) v
) (k+1) &) = (k+1) ) (13)

Att N>, géller for k=i=4 &r sant da 4,=0.9>0.8 = y4. Vidare far
vi

- _ @+ )+2)26+1)+1)
" ((f+1)+1)

S 4P +14i+12> 4 +12i+8 <= 2i+4>0

(LY L:
(2) 2(i+1)+1 Hiy <

(14)

vilket betyder att a;.; > by, for alla £>4. Detta bevisar 1 sin tur att
I1.,(0, 0) = oo.

FIGUR 3 illustrerar hur IT1,(0, 0) viaxer med 7.
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FIGUR 3 Grafen visar hur I1,(0, 0) viaxer med n.

Av grafen att doéma tycks IL,(0,0) vixa som an’. Med hjilp av
minsta kvadratmetoden [1, 3] kan vi interpolera och hitta approxi-
mativa varden for a och b. TABELL 1 visar resultatet da i stycken
interpoleringspunkter har anvinds. For varje i har motsvarande
virden fér n valts jamnt fordelade i intervallet 10, 10 000].

TABELL 1 Approximativa viarden for a och b.

i a b
0.3987998065360668 0.5000360673755608
5| 0.3987068947807116 0.5000622914332951
10| 0.3986125260196032 0.5000895309644164
20| 0.3984925912070882 0.5001245765813565

Virdena i TABELL 2 visar |IL,0,0)—an’| for
aterfinns 1 TABELL 1 for respektive i.

de a och b som



TABELL 2 Feluppskattning.

n
i

20000

30 000

40 000

50 000

0.000705232563

0.001586334157

0.002493412590

0.003394183320

5

0.002211867323

0.004166362350

0.006074582615

0.007920138135

10

0.004076667102

0.007213567522

0.010218577095

0.013095628828

20

0.006680497288

0.011384736388

0.015839729572

0.020078155385

Fran TABELL 2 ser vi att de bésta véardena for a och b fas da vi
endast anvidnder tva interpoleringspunkter och saledes loser ett
icke 6verbestimt ekvationssystem.

Om vi nu anvéander interpoleringspunkterna (25 000, I1,5(y0(0, 0))
och (50 000, ITsq 600(0, 0)) for att hitta approximativa varden for a och
b borde det ge relativt bra approximationer for I1,(0, 0) da » ligger
runt 250 000. Dessa berdkningar ger a = 0.39890915033792224 och
b =0.5000072134752016 och var approximativa formel f6ér IL,(0, 0)
blir saledes

I1,(0,0) = 0.39890915033792224n 0072134732016 (15)

da 0 <n <250 000.

Att vi inte anvént storre n 4n 50 000 1 vara berdkningar for I1,(0, 0)
beror pa att tidsatgangen blir stor, tidsatgangen viaxer kvadratiskt
med »n. Samtliga berdkningar &4r utférda med hjdlp av
programmeringsspriaket C++ vilket visade sig vara ungefir 10
procent snabbare #dn programmeringsspraket Java (och langt
mycket snabbare #n matematikprogrammet Mathematica).
Exempelvis tog det knappt 9 minuter att bestamma ITsq (0, 0).

Faktum &r att det gir att hitta ett mer exakt uttryck for IT,(0, 0) d&
n— oo genom att studera problemet ur en analytisk synvinkel
snarare 4n numerisk. Da varje kast kan ses som en slumpvariabel,
X;, vilken kan anta vardena -1 eller 1, bildar summan av » sadana
slumpvariabler de méjliga utfallen av n kast. Vidare ar {Xi}
oberoende och lika fordelade vilket enligt centrala
gransvirdessatsen betyder att fordelningen for

i&:@
i=1

konvergerar mot normalférdelningen da n — o med E[Z,]=0 och
Var(Z,)=n [6]. Om vi nu betecknar de vinster som efter n kast &r

(16)

storre dn noll med Z, kan vi uttrycka I1,(0, 0) enligt

—x? 1 1
2n dx — n2

HJ_I 2x

Att vi inte tar med de negativa vinsterna beror p4, i enlighet med
forutsattningarna, att dessa sétts till noll.

(0,0)=E[z; (17)

2.3 Inverkan av ranteeffekter

Da v(h, k)=2h—k ar v(h,k)=v(h+ i, k+2i),i=0,1,2,.... Vi far alltsa
samma vinst om skillnaden mellan antalet krona och klave ar den



samma oavsett av hur manga kast som gjorts. Man skulle dock
kunna ténka sig att samma skillnad ger lédgre vinst, pga.
ranteforluster, ju fler kast vi utnyttjar. For att uppna detta
definierar vi nu vinsten v som

v(h bk, r)=2h—k)-e* (18)
dar » >0 och

I, , (h,k)=max(v(hk,r), LTT, (hk+1)+1T0,  (h+1,k+1)) (19)

v(h,n,r), v(h,n,r) >0
0, v(h,n,r) <0

H n,r (h’ n) = {
Vi kan tolka v(h, k, r) som nuvéardet av kapitalet (24 — k) om vi later
k representera tiden.

For att berdkna 11, (0, 0) kan vi inte langre anvanda den formel vi
anvande da v(h, k)=2h—k. Den byggde pa att vi alltid kunde
utnyttja alla n kasten. Med var nya definition av v ar detta inte
langre sant da det nu finns punkter dir vi ska stanna innan alla n
kasten har gjorts. T.ex. ar v(2,2,0.1)=1.64>1.52=1/2-T1¢,0.1(2, 3) +
1/2-116,0.1(3, 3), se FIGUR 4. Dock géller fortfarande att det enda fallet
vl tjdnar pa att fa ytterligare ett kast efter n kastade ar da wvi
befinner oss i punkten (k, v) = (n, 0).

¥

FIGUR4 Om vi under kastserien kommer till ndgon av de inringade punkterna
ska vi stanna och sdledes inte utnyttja alla n kasten. Firgerna har samma
betydelse som i tidigare figurer.

Att nu hitta en generell formel for II, (0,0) utan att anvidnda
rekursionsformeln verkar vara svart. Tillsvidare far vi berdkna
I1,, (0, 0) rekursivt.

2.3.1 Gransvardesanalys

Vi studerar nu gréansvardet av II, (0,0) d& n — . Vi uttrycker
detta griansvirde pa samma sétt som tidigare, dvs.



k=0

men nu géller
2
HZM?,. (0,0)—Hz,m (0,0)S[ kj(%)zk .%_e—r(2k+1) S%,e—r(2k+l)(20)

och detta ger att

5 ©
ijr(0,0)S lgw% Ze—r(2k+l) <le +%J.e_r(2x+l)dx 21)
k=0 0
dar
0 —r(2x+1) *®
J-e—r(ZXH)dx — _e— — ie—r (22)
0 2r o 2r

Saledes konvergerar I1,, (0, 0) och en Gvre grans ar
L, 1
ye(1+3).

FIGUR 5 visar hur IT,, (0, 0) vaxer med » for olika r.
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FIGUR 5 Grafen visar att II, (0, 0) planar ut snabbt med véxande n da r=0.01
(svart), 0.02 (mérkgra), 0.04 (gra) och 0.06 (ljusgra).

TABELL 3 visar nagra av vardena fran FIGUR 5 i tabellform.

TABELL 3 Ett urval av virdena fran FIGUR 5.
, 10 20 30 40 50 60 80 100 | 150 | 200

0.01|1.150|1.541|1.786|1.957|2.084|2.180{2.313|2.399|2.512|2.558
0.021.080|1.379|1.535|1.630|1.692|1.733|1.781 | 1.805|1.827 | 1.831
0.04 {0.966|1.148 | 1.216|1.246|1.261 | 1.269 | 1.277|1.279 | 1.281 | 1.281
0.06 10.870/0.989|1.027|1.041|1.046|1.048 | 1.050|1.050|1.050|1.050

For att avgora hur kanslig 11, (0, 0) &r av » kan vi bérja med att
studera grafen i FIGUR 6.
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FIGUR 6 Grafen visar hur II, (0, 0) minskar med r d& n =40 (mérkgra), 20 (grd)
och 10 (ljusgra).

Om vi ska ansétta en formel for IT,, (0, 0) utgdende fran de plottade
vardena 1 FIGUR 6 ligger det néra till hands att en sddan formel ska
vara exponentiell, dvs. pd formen de” dar d=TI, (0, 0) vilket vi
tidigare ansatte till an”. Den ansatta formeln for IT,, (0, 0) blir d&

1T, ,(0,0)=an"e” (23)

vilket satisfierar kravet att IT, ¢(0,0) — o nir n— o da a>0 och
b>0.

Vi vill nu hitta ett approximativt virde for ¢ vilket vi finner pa

samma sitt som tidigare med hjalp av minsta kvadratmetoden.
Resultatet illustreras 1 FIGUR 7.

H‘ﬂl ?{:I:I: D:]
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FIGUR7 Den ansatta formeln (grd) for I, (0,0) (a) respektive Ilgg (0, 0) (b)
berdknad med hjialp av minsta kvadratmetoden utgdende fran de exakta viardena
(svart).

—_—

Som FIGUR 7 visar ansluter inte den ansatta formeln de exakta
viardena pa ett tillfredstdllande siatt och vi kan misstdnka att den
ansatta formeln ar felaktig.

En intressant observation ar dock att den tdnkta kurvan for de
exakta viardena ser ut att ha horn, se FIGUR 8.

H‘ﬂl ?{:I:I: D:]
2 ...
1 ,
T
T

04 nz 03 04 0s 06 07 pg o089 r
FIGUR 8 Pilarna indikerar misstdnkta horn.

Om vi forstorar grafen i FIGUR 8 framtridder hornen tydligare, se
FIGUR 9.

H‘ﬂl ?{:I:I: D:]

1.0

0.9

0.3

0.o7 n.os 0.09 r
FIGUR 9 Grafen indikerar ett hérn vid = 0.08.

Detta skulle betyda att det inte gar att ansitta endast en
deriverbar, och didrmed kontinuerlig, funktion 6ver intervallet

12



[0, 0 [ [4]. Att avgdra hur manga eventuella hérn som finns, och 1
sa fall var, forefaller svart. Vidare analys av detta ligger utanfor
omfattningen av denna uppsats.

13
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3 Harledning av Black-Scholes
optionsformel

I detta kapitel héirleder vi Black-Scholes vilkénda formel for
prisséttning av optioner med hjalp av den binomialmodell som
presenterades av Cox, Ross och Rubinstein ar 1979 [5].

Néarmare kommer vi att héirleda formeln for prissidttning av en
europeisk kdpoption pa en aktie [10, 11] vilken ligger till grund for
manga andra typer av optioner. Hirledningen av motsvarande
saljoption gors pa liknande sétt.

Binomialmodellen bygger pa att tiden, ¢, till optionens mognad
delas in 1 n tidssteg dar varje tidssteg ar ¢/ n= At langt. Vidare
antas att aktiepriset, S;, vid nagon tidpunkt ¢, kan antingen oka till
S;-u eller minska till S;-d vid tidpunkten ¢, dar d<1<u.
Aktieprisets mojliga viarden fram till tiden ¢ utgérs da av det
binomialtrad som véaxer fram med tiden.

3.1 Faststallning av
binomialmodellens parametrar
Om aktiepriset efter n tidssteg har 6kat k ganger géller

S =Su*d"™* (1)

dvs.

ln[ ‘; Z j =k 1{%) +nin(d) )

0

Den forvantade avkastningen efter n tidssteg med avseende pa den
binomialférdelade variabeln k ar da

Bl

Om nu ¢ ar den verkliga sannolikheten att aktiepriset ska 6ka
under ett tidssteg foljer att

E{ln[ *; . ﬂ _ E[k]ln(%j nln(d)=ng 1n(§j ialn(d) @)

0

samt

Var[ln( i 0 D = ng(1- q)ln(gjz (5)

Vidare 4r ett vanligt antagande att
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ln[%J ~ N(,ut, O'Zt) (6)

0
dar S, ar det nu gallande aktiepriset och S; priset vid tidpunkten .

Om vi nu ska bestimma parametrarna u, d och ¢ vill vi véalja dessa
sé att foljande géller

lim ng 1%%} +nin(d)= ut (7)
samt
U 2
lim ng(1 - q)ln(;) =o’t (8)

Detta ar uppfyllt om

u:e“@, 9)
d=e =y (10)
samt
1
q :5+%\/A_t (11)

Dessa parametervirden ar inte de enda som uppfyller ovanstaende
samband men det 4r dessa som anvidnds 1 Cox, Ross och
Rubinsteins modell [9]. Vi kommer darfor i fortsdttningen endast
behandla modellen med dessa parametervirden.

3.2 Binomialmodellens konvergens

Om vi anvédnder den riskfria sannolikheten z fér att bestdmma
vardet pa en europeisk kopoption, Cy, med inlésenpriset K vid tiden
t galler att

e =\ k

da vi har anvént oss av n tidssteg. Har ar
n n _
Z[k}zk(l—zr)" “max(S,u*d"* K, 0) (13)
k=0

det forvantade viardet av optionen efter n tidssteg vilket vi sedan
diskonterar med rantan » for att fi nuvirdet.

Definierar vi nu b, som det minsta heltal k sa att

Su‘d"™" -K>0 (14)
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innebdar det att vi kan skriva om (12) och bli av med max-
funktionen enligt féljande

C, =L i(;}rk(l—ﬂ)ﬂ_k (Syutd"* - K)= (15)

€ f=b,
Sy o[ & nk gk K O[] 4 n—k
= 1- cutd"t = 1- 16
eﬂglJﬂ( 7 e”giJﬂ( 7)™ (1)

For att bestimma den riskfria sannolikheten = kan vi resonera
enligt foljande. S; maste vara lika med det forvantade virdet av
aktiepriset vid néastpafoljande tidssteg diskonterat ett tidssteg, dvs.

S, =@Su+(1-7)Sde™ =e™ -d=nlu-d)=

erAt_d
u—d

> T =

(17)

Med hjalp detta kan vi skriva om formel (16) till

k n—k
n n Tu Tu K (n _
S 1 _ _ k 1 _ n—k 18
Ok_zbﬂ(k][erm j ( erAt j ert k—zbn(k} ( ﬂ-) ( )

och om
o="1 (19)
e
far vi
L n k n—k K < n k n—k
S Y| pra-eyt -=> (1-7) (20)
k=b, k e” k=b, k
dvs.
K
SOP(Xé’an)_ rt P(Xﬂan) (21)
e

dar Xy ~ Bin(n, ) och X, ~ Bin(n, r) vilket dr det samma som

X,—n6 S b,—nb |
S°P(¢ne<1 ~0)” Jndli —e)l

KP( X,—nr S b, —nr ] (22)

e \/I’lﬂ'(l—ﬂ') - \/mr(l—ﬂ)
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dar bade

X,—nb
_ _Y 23
no(1-0) ° 29
och
X -7 _y (24)

1/1’17Ii1—7[i "

har vantevarde 0 och varians 1.

Det vi nu maste undersoka ar vad som hinder om n — o, dvs. later
tidsstegen gd mot noll. Till att borja med ger vi ett uttryck for b,.
D& b, ar det minsta heltal k& s& att Sy-u*-d"*—K>0 kan vi
uttrycka b, enligt féljande

b h{ K ] ln(;{o]+n0\/A_t

Sod” + + (25)
= = P
! ln(u) 20/Ar
d

dér 0 <& <1 som gar mot noll da n — oo.

Vi undersoker nu grinsviardena av

b, —n6

7 26
n6(1-6) 20
och

b, —nr

——— 27
na(l-r) &7

da n — oo.

Lat oss borja med det senare. Efter omskrivning far vi att

In £ +noNAt +&—2now\ At
. b T . So
lim —= = lim

-n
o l’lﬂ'(l - 71') o 2(7«/m(l - 71')

Om vi nu Taylorutvecklar = och tar med termer upp till forsta
graden far vi

(28)

erAt _d erAt _e—O'«/E

Vi =
u— d eo‘«/E _efo’\/E

At oAl - Lotar+Olar

207 +0lar

(29)
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och vi ser da att grdnsvidrdet av = ar % dd n— . Namnaren i

uttrycket gir siledes mot G\/; .

Pa liknande satt far vi att

nG\/E—2n07r\/E = nG\/E(l —271):

—I’lO'\/_l 21"At+0'\/_—*0' At+O(At )
2aJ_r+o(Az )

(30)

vilket har gransvardet
naf( ( \/_t+1——0'\/_n —(r—1c?)r (31)

da n — o« och saledes ar

K
-- -—d, (32)
Kvar att undersoka ar nu

ln(§]+na\/A_t+g—2nm9\/Kt
0

b —n6
lim—= =lim (33)
e n@(1-0) = 204,/t0(1-6)
Da
6_ TU B erAt _e—ow/E ea«/E B eow/E _e—rAt 34
TN QTN _ oln ' N QTN _ oa (34)
och om vi Taylorutvecklar pa samma sétt som forut far vi att
3
TN _e™  ayAL+rAL+ Lo AL+ O(Atz )
s s B (35)
e —e 20 At + O(At 2 )
dvs.
. 1
limf =— (36)
n—o0 2
och
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na\/E— 2no19\/E = nO'\/E(l - 20) =

AL+ A+ 1 2At+0(Aﬁ)
—noar 1-22 o A 37)
20AL + O(AtE )

vilket har gransvardet
na@[l_[l+1@+%amﬁ=_(r+%az)t 39)
o

da n — oo.

Detta betyder att

-2 -, (39)

P(Y, >-d,) (40)

dar bade Yy och Y, har vantevarde 0 och varians 1.

Vidare har vi enligt centrala gransvirdessatsen att Y, och Y,
konvergerar mot en normalférdelad variabel med samma
véantevarde och varians da n — . Av detta foljer att

C,=S,P(Z>-d))-—P(Z>-d,) (41)

e

déar Z ~N(0, 1). D4 fordelningen for Z 4r symmetriskt foljer att

P(Z>-d)=P(z<d,)=(d,) (42)
samt
P(Z>-d,)=P(Z<d,)=D(d,) (43)

Detta ger da slutligen att

®(d,) (44)
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d, = 45

1 — (45)
ln(i{o) + (r %02 )t

- =d, - 46

d, 7 L —ot (46)

vilket ar Black-Scholes formel for en europeisk aktieoption.
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4 Slutsatser

Analysen av vart spel med dess binomialmodell resulterade 1 en
rad intressanta observationer. Vi fann en optimerad och generell
spelstrategi med vars hjialp vi rekursivt kunde berdkna den
forvantade vinsten. Denna optimerade spelstrategi formade
grunden for den vidare analysen.

Vi konstaterade att betydelsen av ranteférluster ar stor. Till att
borja med fann vi att utan rianteférluster kan vi alltid utnyttja
samtliga n kasten. I somliga fall kan vi dock sluta tidigare men d&a
med en aktuell vinst lika med den férvintade vinsten om vi
fortséatter. Detta ledde till att vi inte langre behévde berdkna den
forvintade vinsten pa ett rekursivt sdtt utan med hjialp av en
explicit formel. Vi visade, bla. med hjidlp av centrala
gransvirdessatsen, hur vi kom fram till denna formel samt att den
forvintade vinsten 6kar med en faktor /; . Den forvantade vinsten

kan saledes bli godtyckligt stor bara vi far tillrdckligt manga kast.

Med ranteférluster blev resultatet ett annat. I detta fall visade det
sig att vi inte ldngre alltid ska utnyttja alla n kasten. Detta
forsvarade vara forsok att hitta ett uttryck pa samma sétt som
tidigare vilket resulterade i att berdkningarna av den férvantade
vinsten fick goras med hjilp av den rekursiva metoden. Vi kunde
dock konstatera att nu konvergerar den forvintade vinsten da
n — oo och att konvergensen gar férhallandevis snabbt.

I var fortsatta analys gjordes en intressant observation néar vi
tittade pa hur olika rantor paverkade utgangen av den férvantade
vinsten da n holls konstant. Vi forsékte héar hitta en funktion av
rantan » med hjilp av interpolation utgdende fran de exakta
viardena vilka vi berdknade rekursivt som tidigare. Genom att
studera motsvarande grafer lag det néra till hands att en sadan
funktion skulle vara exponentiell. Det visade sig dock att var
ansatta formel inte anslot sig med de exakta véardena pa ett
tillfredstallande satt. Vid ndarmare undersékning av graferna fann
vi att dessa forefoll sig innehalla hérn. Detta skulle da betyda att
det inte gar att hitta endast en kontinuerlig funktion av 7.

Vidare visade var héirledning av Black-Scholes optionsformel
vikten av tillimpningen av ytterligare en binomialmodell vilken
fatt stor betydelse inom finansmarknaden. Att virdera optioner
kan framsta som svart dar en méingd faktorer ar avgérande, men
genom att anvénda den binomialmodell som presenterades av Cox,
Ross och Rubinstein blev det mgjligt att hitta en 16sning. Vi visade
hur denna modell konvergerar mot Black-Scholes optionsmodell da
vi anvander allt fler tidssteg. Detta visade i sin tur hur vi utgaende
fran en forenklad modell, diar vi diskretiserat tiden, finner
motsvarande modell for kontinuerlig tid vilken saledes 4r mer
overensstimmande med verkligheten.

Avslutningsvis kan vi konstatera att problematiken kring bada de

binomialmodeller vi behandlat liknar varandra pa ménga sitt.
T.ex. visade analysen av vart spel att vi alltid kunde utnyttja
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samtliga kast dd vi inte hade nagra rénteférluster. Detta kan
jamforas med Black-Scholes optionsformel som avser en europeisk
option vilken inte kan losas in i fortid. I bada dessa fall fick
tillampningen av centrala gridnsvirdessatsen en avgorande roll 1
dess respektive gransvardesanalys. Att det vidare inte existerar
nagon motsvarande formel till Black-Scholes optionsformel for
amerikanska optioner kan da jamforas med resultatet av vart spel
med ranteférluster. I detta fall fick vi utféra berdkningarna
rekursivt vilket ocksa &r fallet dd man vill virdera amerikanska
optioner.
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Appendix

A1l Bevis

Detta appendix innehéller grundliggande bevis for analysen i
denna uppsats.

Centrala griansvardessatsen

Héar ger vi ett bevis av centrala gransviardessatsen vilken ar en av
de mest uppseendevickande satserna inom sannolikhetsteorin. I
stora drag séger satsen att summan av ett stort antal oberoende
slumpvariabler har en approximativt normalfordelad fordelning.
Detta ger bl.a. en forklaring till det faktum att empiriska data sa
ofta tenderar till att f& en fordelning som liknar
normalfordelningen.

For att illustrera satsen kan vi betrakta féljande exempel som
hiarstammar fran analysen 1 kapitel 2. Lat X, vara en
slumpvariabel som representerar utgangen av ett myntkast dar
klave sitts till -1 och krona till 1. Detta betyder att E[X;]=0 och
Var(X;) = 1. Nu definierar vi slumpvariabeln Zy enligt

Z,=3x, (1)

som da representerar utgangen av N kast dar E[Zy]=0 och
Var(Zy) = N. Detta betyder enligt centrala griansvirdessatsen att da
N — o nirmar sig férdelningen fér Zy normalférdelningen med
véantevirde u = 0 och varians ¢* = N, se FIGUR 10.

pl)

0.1

10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 = =3 1m =

(a)
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FIGUR 10 (a)-(¢) Graferna visar hur fordelningen fér Z, (svart) nirmar sig
motsvarande normalférdelning (gra), dvs. med samma véntevirde och varians.

Ett ytterligare exempel ar att studera konvergensen av en
binomialférdelad variabel [2] vilket vi utnyttjade da vi harledde
Black-Scholes optionsformel i1 kapitel 3. Exemplet illustrerar
konvergensen av en binomialférdelad variabel X med
parametrarna (N, p =1/2), se FIGUR 11.
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FIGUR 11 (a)-(c) Graferna visar att en binomialférdelad variabel (svart) snabbt
nirmar sig motsvarande normalférdelning (gra).

Jamforelsevis dr det tydligt att konvergensen av X 4r snabbare &n
for Z,.

Nu gar vi till beviset av centrala gransvirdessatsen [12]. Lat X;,
X,....Xy vara mangden av N oberoende slumpvariabler dar varje X;
har en godtycklig fordelning P(xi,...,xy) med vénteviarde u; och
andlig varians o>. Om vi nu definierar Zy som

2)

sdjer centrala griansvardessatsen att d4& N — oo nérmar sig
fordelningen fér Zy normalfordelningen med vanteviarde u =0 och
varians ¢° = 1. For att nu bevisa detta definierar slumpvariabeln X
enligt

X, 3)
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vilken dr normalférdelad med g, = och o, =0 / \/N da

N — o och studerar den inverterade Fourier transformationen av

PX(f)'

S n=0 n!

_&@rif) 7., _

_Z(; p J;X P(X)dX =

& Q27if) o

_Z(; , Elx"]. 4)

Nu ar
E[Xn]:E{(xl +-]-\'[ij)' }_
- T(XI_'_.].\.[:XN)n P(xl)"'P(xN)dxl"'de (5)

= Texp{Zﬂif (x, +---+xy )/ N} P(x,)- P(x )dx, ---dx, =

:ﬁexp{brifx1 /N}P(xl)dxl}x...

—0

...xﬁexp {27 ifx, | N}P(x, )de} =

—a0
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ﬁo {27 ifx/N}P )d]vz

ﬁi (55 (B0 < '*Jﬂﬂwr

= D'i P(x)dx + MTUF_]E xP(x)dx - %_}2 32 P(x)dx + O(N -3 )}

N

~ 2rif (272'f)2 2 -3 N_
_{H E[x]- SN? E[x ]+O(N )}_

N

—exp{Nln[ ]’\T/’f [x]- %Z{Z)Z E[x2]+O(N3)}}. 6)

Da

1n(1+x):x—%x2+%x3+--~ (7)

for -1 <x <1 har vi att

20 - B2 )

Elx™ |+ ——~—
N 2N? 2 N?

wmvmbmh[

= exp{Zﬂ'ifE[x] (27rf)2(E[x2 ]_ E[x]2)+ O(N_2 )} ~

2N
zexp{zﬂ@ﬁux—fzég%;ii} ®)
da
H, = E[x] )
och
o2 = E[x*]- E[x]*. (10)

Fourier transformation ger att

P = [expl-2mifr [P (/)] =
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0

~ [explrif(u, -x)-(2nff o2 12N df (1)

—00

Detta ar ett uttryck pa formen

Texp{ia f—bf>df (12)
dar

a=2z(u, -x) (13)
och

b=(27c,) /2N . (14)

Nu giller att

Texp{ia f—bfdf = expl-d’® /4b}\/§ (15)

vilket ger

(16)

Men nu har vi sedan tidigare att g, =g och o, =0 /AN
vilket d& slutligen ger att

1 (gt = x)°
P, x ———exps ———75F— 17
X JX (272_ p{ 26)2( ( )

och darmed har vi bevisat satsen.
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Harmoniska serien
Féljande ar ett bevis for att den harmoniska serien

|
a,=y — (1)
o k
ar divergent.
For att visa att a, — o da n — o racker det med att visa att den

inte ar uppéat begriansad. Betrakta a, ddr n = 2” och dela in summan
1p+ 1 grupper av termer pa féljande sétt

1 1 1 1 I 1 1 1 1 1 7
a,=~+—+|—+—|+| s+ttt [+t —— -t —| (2)
1 2 \3 4 5 6 7 8 277 +1 27

Summan av termerna i varje grupp ar minst 1/2. Fér den sista
gruppen av termer har vi

(;+...+Lj22pl.L:% (3)

277 4] 2° 27

Alltsa géaller, om n =27,
a,2l+p-— 4)

vilket kan bli godtyckligt stort da p véljs stort. Detta visar att
a, — o da n— .
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