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Abstrakt

Det har dr en genomgang av olika existerande numeriska metoder for att vardera amerikanska
optioner. Arbetet omfattar endast amerikanska kop- och saljoptioner dér den underliggande
tillgangen ar en aktie. Forst sker en kort genomgang av Black och Scholes modell. Sedan
beskrivs den olika modellerna som jag har valt. Slutligen gors en genomgang av de numeriska
resultaten for de olika metoderna.
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NUMERISK VARDERING AV AMERIKANSKA OPTIONER
Inledning

Syftet med det hér arbetet ar att ga igenom de olika numeriska l6sningsmetoder som finns i
litteraturen for prissattning av en amerikansk option. Jag borjar kortfattat med att ta upp Black
och Scholes - formeln och de antaganden som gors angaende marknaden. | det sammanhanget
beskriver jag ocksa de allméanna prisgranser som finns for en amerikansk option och nar det
kan vara lénsamt att utnyttja optionen fore slutdagen. Som andra punkt beskriver jag olika
numeriska losningstekniker for prissattning av en amerikansk option. | punkt tre beskriver jag
Sullivans artikel (2000) ”Valuing American Put Options Using Gaussian Quadrature,” The
Review of Financial Studies, VVol. 13, No. 1, 75-94 mer ingaende. Avslutningsvis gor jag
jamforelser mellan de olika metoderna med avseende pa snabbhet och tillforlitlighet.

Till att borja med nagra basfakta infér kommande framstallning.

Kopoption: innehavaren av en sadan ager rattighet att kopa ett bestamt antal aktier eller annan
underliggande tillgang till ett forutbestamt pris. Utstéllaren av kdpoptionen ar skyldig att sélja
aktierna eller annan underliggande tillgang till det forutbestamda priset om innehavaren av
optionen vill utnyttja ratten.

Séljoption: ger innehavaren rattighet att sélja ett bestamt antal aktier eller annan tillgang till
ett forutbestamt pris och utstallaren av séljoptionen &r skyldig att kdpa tillgangen till det
forutbestamda priset om innehavaren vill sélja. Den underliggande tillgangen kan vara vilken
finansiell tillgdng som helst.

Om optionen &r av europeisk typ kan innehavaren bara utnyttja optionens losenrétt vid
optionens slutdag, medan en amerikansk option ger innehavaren rattighet att utnyttja
optionsratten nar som helst under optionens 16ptid. Det existerar ocksa andra typer av
optioner, t ex sadana som ger innehavaren av optionen rétt till ett bestamt belopp om aktien
haller sig inom ett férutbestamt kursintervall under optionens I6ptid.

| uppsatsen kommer jag att utga ifran att den underliggande tillgangen &r en aktie. Vad galler
optioner av europeisk typ visade Black och Scholes (1973) att det finns en analytisk 16sning
till varderingsproblemet. For en amerikansk séljoption finns daremot ingen analytisk 16sning.
Varderingsproblemet for en amerikansk kdpoption &r beroende av om aktien ger utdelning
eller inte under optionens l6ptid. Om tillgangen inte ger nagon utdelning ar det aldrig
“optimalt” att 16sa en amerikansk kopoption i fortid. Vilket ger att vérdet ar detsamma som
for en europeisk kopoption. Da aktien ger utdelning finns i visa fall analytiska I6sningar. Men
i Black-Scholes modellen existerar ett unikt varde for optionen, fast vérdet inte alltid gar att
uttrycka i en sluten formel. Men det finns ett antal numeriska metoder for att prissatta
amerikanska optioner. En antal av dessa kommer att beskrivas i uppsatsen.

I uppsatsen anvander jag likhetstecken fast att det ar en approximativ relation som galler, men
jag tror att det framgar av texten nar det ar en approximativ relation respektive da likhet rader.



BLACK AND SCHOLES PARTIELLA DIFFERENTIALEKVATION

Jag tar har upp Black och Scholes modell och dess antaganden, beskriver nar det ar ”optimalt”
att utnyttja en amerikansk option fore slutdagen och ger en beskrivning av vardet for en
amerikansk option som ett optimeringsproblem. Anledningen till att jag beskriver Black och
Scholes modell ar att de andra numeriska metoderna bygger helt eller delvis pa samma
antaganden. En av komponenterna i vissa numeriska metoder ar vardet for en europeisk option
givet av Black och Scholes formel.

Black och Scholes (B-S) modell bygger pa antagandena att aktérerna pa marknaden ar
vinstmaximerande, marknaden &r friktionslds d.v.s. det existerar inga transaktionskostnader,
inga skatter, ingen restriktion for korta positioner* och alla tillgangar &r delbara. Modellen
forutsatter ocksa att varje investerare tror han kan sélja och kdpa hur manga andelar av en
tillgang han vill utan att detta paverka priset, d.v.s. “competitive” marknad. Vidare gors
antagandet att aktien S,, subscript t ar tiden, féljer foljande prisprocess, en sa kallad

geometrisk/exponentiell brownsk rérelse (GBM)
dS, = oS, dt + oS, dW,
dar W, ar en standard brownsk rorelse. Vidare existerar en obligation som f6ljer prisprocessen

dg, =rpdt

dar ingen slumpterm finns med sa obligationen foljer en deterministisk prisprocess. Vad
Black-Scholes visade var att en options véarde F(S,t) satisfierar foljande partiella differential

ekvation, PDE,
—rF(S,t) + F (S,t) + rSF¢ (S,t) + 1 02S?Fg (S,t) =0

och loste den med avseende pa randvardesvillkoren for en europeisk option. Dar vardet F ar
en funktion av aktiekursen S vid tidpunkten t och I6ptiden. Slutdagen T antas vara fixt, givet
av optionskontraktet, medan varderingstidpunkten t kan variera. Da loptiden ges av slutdagen
T minus varderingstidpunkten t, dar t <T , anvandes endast varderingstidpunkten som indata,
men underforstatt finns en fix slutdag for kontraktet som inte uttrycks explicit. Vardet for
optionen kommer genomgaende att uttryckas pa detta satt om inget annat anges. Anledningen
till att inte aktiekursens tidpunkt skrivs ut &r att den 6verensstimmer med
varderingstidpunkten, sa subscript t har rationaliserats bort. ( Vilket ocksa ar det vanliga
skrivsétt i de hédr sammanhangen. )

Det finns ingen kand analytisk 16sning for en amerikansk séljoption P(S,t) med
randvéardesvillkoren 1-5 (se Cox-Rubinstein (1985), kap 4 eller Merton (1973))

! En kort position har investeraren da han har en negativ exponering av tillgang, s& om tillgangens pris gér ner
tjanar han pa positionen och det om vanda om den gar upp.



1. P(S;,T)=max(K -S;,0);
2. P(S,,t) 2 max(K - S,,0) ;
3. P(S,,t)<K;

4. P(S,,t)>0;

5.

s lim, P(S,,t) =0

dar K ar optionens l0senpris, t varderingstidpunkten, S &r aktiekursen vid tidpunkten t och T
ar optionens slutdag. Nagon form av numerisk l6sningsteknik maste begagnas for att losa
PDE:n. For de ovanstaende fem vilkoren har tiden for aktiekursen angivits. Detta kommer inte
att goras generellt i den nedanstaende texten.

For en amerikansk kopoption C(S,t) &r situationen annorlunda. Om aktien inte ger nagon

utdelning under optionens I0ptid &r det aldrig optimalt, for en investerare som &r
vinstmaximerande, att utnyttja l6senréatten fore tidpunkten T . Vilket framgar av foljande
proposition, tagen fran (Cox-Rubinstein, (1985), kap 4-2). Vardet av en kopoption ar aldrig
mindre &n det storsta av foljande tal

a) noll,
b) aktiekursen minus I6senpriset,
c) aktiekursen minus nuvardet av I6senpriset minus nuvérdet av de maximala utdelningarna

D™ som sker under optionens loptid.

Dessutom ar vérdet aldrig storre &n aktiekursen,

S, 2C(S,t)>max(0, S, —K, S, —Kr*—=D").

Dér D™ ar nuvéardet av de uppskattade maximala utdelningarna under optionens I6ptid.
Propositionen leder fram till att priset for en amerikansk kdépoption ar detsamma som for en
europeisk kdpoption, om aktien ej ger nagon utdelning. | de fall da utdelningen &r kand pa
forhand finns det ocksa analytiska losningar till den amerikanska kopoptionen se Hull, (1993),
sid. 244-246.

Cox-Rubinstein ((1985), kap 4-2) bevisar ocksa nar det ar optimalt att I6sa en amerikansk
kopoption.

a) En kopoption ska aldrig utnyttjas forran vid optionens slutdag eller just innan
utbetalningen av en utdelningen.

b) Om nuvardet av de maximala utdelningarna D* &r mindre &n det, med avseende pa tid,
motsvarande nuvardet av rantan som kan tjanas pa losenpriset vid varje tidpunkt fram till
slutdagen &r det aldrig optimalt att utnyttja optionen fore slutdagen.

En amerikansk séljoption ar svarare att vardera an en amerikansk kopoption eftersom det kan
vara optimalt att utnyttja saljoptionen nar som helst under I6ptiden. I princip, maste vid varje
tidpunkt villkoret P(S,t) > max(O, S, - K) kontrolleras. | kap. 4-3 visar Cox-Rubinstein

inom vilka granser som séljoptionens pris maste halla sig inom, for det inte ska existera
mojligheter till arbitrage. Priset for en saljoption &r aldrig mindre &n det storsta av talen



a) noll.
b) l6senpriset minus aktiekursen,

c) nuvardet av I0senpriset plus nuvérdet av de minsta utdelningarna D~ som betalas ut under
optionens 16ptid minus aktiekursen,

Vérdet dr aldrig storre an losenpriset, sa foljande olikhet galler

K = P(S,t)=max(0, K-S, D" +Kr*-s,)

Dér D~ ar nuvéardet av de minimala uppskattade utdelningarna under optionens I6ptid. De
bevisar ocksa: Om det existerar en period [t,t'], dar t'< T och nuvardet av de minsta

utdelningarna som betalas ut under perioden, vid varje tidpunkt, &r storre &n nuvérdet av
rantan som intjanas pa losenpriset under perioden, da ska séljoptionen aldrig utnyttjas mellan
tidpunkterna t och t'.

Detta resultat kommer att hanvisas till i uppsatsen.
Nedanstdende notation kommer att anvandas i uppsatsen.

C(S,t) &r vardet pa en amerikansk kopoption;
c(S,t) ar vardet pa en europeisk kopoption;
P(S,t) dr vardet pa en amerikansk séljoption;
p(S,t) ar vardet pa en europeisk séljoption;

S ar aktiekursen;

T a&r optionens slutdag;

t ar tidpunkt for varderingen av optionen;

o ar volatiliteten for optionen;

r ar den riskfria rantan;

S, ar aktiekursen vid tidpunkten t.

Black och Scholes prissattingsformel for en europeisk kdpoption &r

¢(S,t) = SN(d,) — Ke "IN (d,)

dar
4 2 InS/K)+(r+0 12)(T ~1)
' oNT -t
d,=d, —ovT -t

och N(-) ar normalférdelningsfunktionen. Vardet for den europeiska séljoptionen ges av sélj-
kop paritetet p=S +c+e """ dar rantan &r uttryckt som kontinuerlig ranta.

Varderingsproblemet for en amerikansk option gar ocksa att betrakta som ett
optimeringsproblem. Lat X, vara utbetalningsfunktionen/processen for en amerikansk option,



i sdljoptionsfallet &r X, = (K —S,)* och E,; & méngden av stopptider som antar sina varden
i intervallet [t,T]. Da ges vardet for den amerikanska optionen av

R =SUP =, . E? ((Dt,Txr)

.
dar Q ar martingalemattet, ¢, ; = exp( J' - rsdsJ och r, ar den riskfria rantan. Se Duffie (1992)
t

for vilka tekniska villkor som méste vara uppfyllda for att det ska existera en unik stopptid 7~
som loser optimeringsproblemet och att X . har andligt vantevarde under mattet Q.

Ovanstaende formulering av varderingsproblemet leder ocksa fram till att Rx[t,T] gar att
dela upp i tva delmangder, I6senregionen och fortsattningsregionen. Om aktiekursen S, ar i
I6senregionen ska optionen utnyttjas direkt. | annat fall ska den inte utnyttjas. Problemet &r
bara att i de flesta fallen ar det valdigt svart att bestdamma dessa regioner. Men for en
amerikansk séljoption skiljs dessa regioner &t av den optimala lésengransen S;. Om S, > S;

ska inte séljoptionen utnyttjas och om S, <S.” ska den utnyttjas direkt. Vidare ar S™ en
véxande kontinuerlig differentierbar funktion for en amerikansk séljoption. Aterigen ar
problemet att det i praktiken &r svart att bestamma S”. Nedan kommer jag att redovisa nagra

av de forslagna approximationernaav S . En vésentlig del av varderingsproblemet &r att
bestdmma om optionen ska utnyttjas direkt eller inte.

Oberoende av varandra visade Carr m. fl. (1992), Kim (1991) och Jacka (1991) att en
amerikansk saljoption gar att dela upp i tva olika delar, dels det motsvarande vardet av en
europeisk séljoption och dels premien for mojligheten att kunna utnyttja optionen innan
slutdagen.

Om aktiekursen befinner sig i fortsattningsregionen for den amerikanska saljoptionen ges
vardet for saljoptionen av

T *
P(S,t) = p(S,t) +rK je—rsN('”(Ss /S) pszdS’
t

o'

2
dar p, =r —% och N() &r normalférdelningen. Den ovanstaende uppdelningen &r tagen

fran Carr m. fl. (1992). Problemet med den har formel &r att man inte i forhand farhand vet om
aktiekursen befinner sig i fortsattningsregionen eller inte.



NUMERISKA METODER

Har tar jag kortfattat upp ett antal artiklar, som beskriver numerisk vérdering av amerikanska
optioner. Nagra lite mer ingaende. Vissa av artiklarna beskriver bara vardering av
amerikanska séljoptioner, eftersom det inte existerar nagon analytisk l6sning fér en
amerikansk séljoption.

Jag har gjort en egenhandig klassificering av metoderna i tio klasser. Inom varje klass
beskriver jag metoderna i kronologisk ordning. Men utvecklingen inom varje klass beror
delvis pa att man har anammat idéer fran de andra teknikerna. Sa ibland ndmner jag en artikel
vilken kommenteras langre fram i texten.

Trad Modeller
Cox-Ross-Rubinstein (1979) (C-R-R)

Cox-Ross-Rubinstein modellen kan betraktas pa tva olika satt. Antingen som en diskret
approximation av B-S modell eller som en egen modell av en akties prisprocess och/eller en
options prisprocess. Processerna ar diskreta och mellan varje tidpunkt kan processen bara anta
ett av tvd mojliga tillstdnd. Om S, &r aktiens pris vid t; , kan aktiekursen S, anta vardet

uS, . med sannolikheten p och vardet dS, ~med sannolikheten 1— p vid tidpunkten t; .

Villkoret u > r >d, dar r ar rantan, maste vara uppfyllt for att inte en trivial mojlighet till
arbitrage ska existera. En aktie kan anta ett av foljande pris vid olika tidpunkter.

Tid Pris

t, S,

t, ds, , uS,

t, d?s, , dus, , u’s,

t, d’s,, d%us, , du’s , u’s,

En option foljer en liknande prisprocess.

Antag att C ar en kopoption vars I6senpris ar K och att slutdagen ar om en period, alltsa
t=t, <t, =T . Jag skriver inte ut tiden explicit har. Om investeraren &r vinstmaximerande, sa

antar optionens varde vid periodens slut, ett av de tv vardena C, = max(uS — K,0) respektive
C, = max(ds — K,O). Det ar mojligt att konstruera en portfélj bestaende av den underliggande

aktien och av riskfria obligationer. Dar A &r antalet aktier, B &r antalet obligationer.
Portféljens vikter maste uppfylla foljande lineéra system, vid periodens slut.

AuS +rB=C,
AdS +rB =C,

vilket ger foljande portféljvikter
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A:M och B:M
(u-d)S (u=d)r

Vid tidpunkten t, kan inte C < (AS + B), for om sa ar fallet existerar det en mojlighet till
arbitrage. Detta foljer av arbitragestrategin salj portfoljen och kop optionen. Det gar ej att satta
likhetstecken mellan C och AS + B vid tidpunkten noll. Om (AS + B) < C < (S — K) gar det
ej att gbra en arbitragevinst genom att salja optionen och kdpa portfoljen, eftersom den som
koper optionen kommer att utnyttja den direkt. Innehavaren erhaller beloppet S — K om han
saljer aktien direkt och kan kopa portfoljen AS + B och far dessutom pengar dver. Utstéllaren
ar den som skapar mojligheten till arbitrage. Optionens pris vid tidpunkten noll ar darfor
max(AS + B, S —K). Om rantan ar positiv, sa ar (S —K) < (AS +B).

Definiera

q__r—d
" u-d

och

c'=1(gc, +a-qcC,)=AS+B.
r

OmuS <K sdarS<K ochC" ' =0=C" >(S—K) ochom K <dS &r
C* =1(quS +(A—q)dS) — (K /1) =1 ((:=0u+2=d)/S)—(K/r)=S—(K/r)>S—K . D4

uS > K >dS ar C" =q(uS - K)/r ochnarar C* > (S—-K). Antag att r >1, olikheten gar da
att skriva om till formen

(r-q)K>(rS—quS)=(r(u-d)-u(r—d))S/(u-d)=4LdS =(1-q)dS da K >dS foljer
att C™ > (S —K), sé olikheten (S — K) < (AS + B) géller.

Utvidgning till flera perioder sker pa analogt satt genom att man vet optionens varde vid de
olika tillstanden pa slutdagen. Dessa véarden anvander man for att berakna optionens varde vid
de olika tillstanden vid nasta tidpunkt ”i tradet”. Detta upprepas tills dess att startdagen nas.

Om aktien ger utdelning antar C-R-R, att foretaget foljer en utdelningspolicy som ger en
konstant avkastning & . Detta medfor att en uppgang foljd av en nedgang resulterar i samma
tillstand i tradet” som vid en nedgang foljd av en uppgang.

Under antagandet att foretaget istéllet delar ut ett konstant belopp under optionens 16ptid, ger i
allménhet inte en uppgang, foljd av en nedgang samma tillstand i tradet” som en nedgang
foljd av en uppgang. Antalet tillstand okar vid konstant utdelning och resulterar saledes i en
mer berakningsintensiv algoritm. En optionsvérderingen gar att gora efter samma princip som
ovan.

Antag att & och v, ar kénda pa forhand, dar v, =1 om aktien ger utdelning under perioden Kk,
annars ar v, =0, samt att n perioder aterstar for optionen. Lat V (n,i) vara antalet utdelningar
under de n—i néasta perioderna, sa V (n,i) uppfyller féljande relation
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V(n,i) = nz_i:vk

C(n,i, j) ar vardet for kopoptionen for n—i perioder fran véarderingstidpunkten givet att
aktiens nuvarande pris S har andrats till u’d"" ' (1-5)"""S dar j=012,...,n—i . Vardet

for optionen beréknas sedan genom att man bestdmmer optionsvardena vid slutdagen i de
olika tillstanden, sa

C(n,0, j) =max(0, u'd™@1-5)""9s-K) for j=01....,n.
Och generellt erhalls vardet for i perioder innan slutdagen av

C(n,i, j) = max(u’d ™I (1-6)" ™S — K, [pC(n,i-1 j+1)+ (- p)C(ni-1 j)))
for j=01,...,n-1.

Man bérjar vid slutdagen och arbetar sig tillbaka till starttidpunkten. Alla varden som behovs
vid nasta period far man fran foregaende forutom u, d och r. C-R-R delar upp loptiden i n
stycken lika langa tidsperioder At =t, —t.,,i=1,....,n, och satter u, d och r till

d :=% U= exp(o At) ri= ()™

o ar aktiens volatilitet, r, . ar rantan uttryckt pa ars basis och r ar period rantan. Om

! ars
parametrarna valjs pa det har viset erhalls konvergens mot B-S modell i det asymptotiska
fallet.(Obs, parametrarna kan véljas pa andra sétt ocksa for att fa konvergens mot B-S
modell). Ar den forsta termen storre i maxuttrycket ar det optimalt att 16sa optionen direkt.

Saljoptionen vérderas enligt samma princip, men vid slutdagen blir optionens varde
i de olika tillstanden lika med

P(n,0, j) =max(0, K —u'd"'1-5)"""s) for j=012,....n.

Liknande forandring vid de andra P(n,i, j) .

Rendleman — Bartter (1979) (R-B)

Ungeféar samtidigt med C-R-R kom R-B pa samma teknik for att vardera optioner. Men R-B
harledde sin modell pa ett annat sétt, och jag anser att deras harledning ar pa satt och vis
generellare an C-R-R:s modell. Fast R-B:s parameterestimering ar omsténdigare. De
forutsatter ocksa att optionen redan handlas sa att de kan kopa och sélja optionen nar de
dynamiskt andrar replikeringsportfoljen. C-R-R:s metod gar att generalisera sa att den géller
for samma process som i R-B modellen. Det &r ocksa enkelt att andra i R-B:s modellen sa att
den dynamiska forandringen i portféljen gérs genom att man handlar i aktien istallet for
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optionen. Slutsatsen blir att jag tycker att de ar mer eller mindre samma modell. Jag kommer
anda att beskriva R-B:s héarledning.

R-B antar att aktien dndrar sig bara vid diskreta tidpunkter t, . Under perioden [t;,t;,;] kan
aktiens kurs anta ett av tva mojliga tillstand. Da aktien vérde 6kar respektive minskar ar
avkastningen H; respektive H, . Analogt gdller samma for optioner, dar optionens varde vid
periodens slut &r antingen th om aktien gar upp och V, omden gar ner. Vad R-B insag,

givet antagandena om processerna, var att det gar att skapa en riskfri portfélj. Den har samma
varde vid de bada tillstdnden. Arbitrageprissattningens mantra ger att avkastningen for
portfoljen maste vara lika med den riskfria rantan.

R-B konstruerar sin portfolj genom att investera en krona i aktien och kdper « enheter av
optionen till priset P, , « valjs sa att

Hy +aV," =H, +aV, (*)
Vilket ger
H, —H;
a=—"—-—
V" =V

och om « <0 har optioner utstallts. Vid tidpunkten t; ar portféljens varde 1+ P, och

portfoljens varde vid periodens slut ges av en av sidorna i ekvationen ovan (*). Da portfoljens
avkastning ar lika med den riskfria rantan r, medfor det att

+aP )r=H; +aV,’
och

Vo (r=H.)+V, (H; -1)
o (Hy —H)r

t

P, ar kostnaden for att ska replikeringsportféljen vid de olika noderna, vilken nod det ar
framgar inte av funktionen. D4 en amerikansk option kan utnyttjas vid varje tidpunkt t, ges
vérdet for optionen av V, = max(P,, S, — K) for en kdpoption och V, = max(P,,K —S,) foren

séljoption. Sedan anvands samma metod som i C-R-R modellen. Algoritmen bdrjar vid
optionens slutdag, dar vardet for optionen ar kant for de olika tillstdnden. Sedan arbetar man
sig bakat i tradet” tills startpunkten nas.

Om antagandet gors att den relativa prisforandringen for aktien &r konstant under optionens
I6ptid, foreslar R-B att  H* och H™ véljs pa foljande satt

. U o
H™ =exp| —+ —
p(N mj

och
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ool

Dar u=r—-c?/2 , o &raktiens volatilitet och N &r antalet perioder.

Breen ”Accelerated Binomial” (1991)

Breen anvander sig av samma teknik som Geske - Johnson (G-J) (1984) (beskrivs nedan), fast
han tillampar den pa C-R-R modellen. Han antar att aktien inte ger nagon utdelning och att
den binomiala modellen bestar av n perioder. Breen konstruerar sedan en foljd av

optionsvérden {Pi}inzl. Dér P, gar endast att utnyttja vid tidpunkten T, P, har tva lsendagar
vid (T —t)/2 och T, P, har tre losendagar (T —t)/3, 2(T —t)/3 och T och sa vidare. Sedan

anvander Breen Richardsons extrapolation for att approximera vérdet for en amerikansk
option. Richardsons extrapolation &r en teknik for att snabba upp konvergensen av en foljd
mot det korrekta vérdet. Exempelvis om endast tre varden fran féljden anvéands fas
approximationen

P=F +%(P3 - Pz)_%(Pz - Pl)'

C-R-R:s binomial modell kraver att (n+1)? stycken nodvérden beraknas, medan ”Accelerated

Binomial” krdver att endast 4n+10 vérden berdknas. Detta varde &r antingen vardet for 16sen
vid noden eller det riskneutrala vantevardet fran féregaende period.

For en option, utstalld pa en aktie med utdelning under optionens 16ptid, foreslar Breen
samma teknik som G-J vid motsvarande fall (se nedan).

Tian (1993) Trinomial modell

Boyle (1986) var den forsta som beskrev en options varderingsmodell dar den underliggande
tillgangen och optionen foljer en trinomial process (beskrivs nedan). Jag beskriver endast
Tians tva modeller. Men de bygger pa samma princip som Boyles modellen. Det som skiljer
de at ar hur parmetrarna valjs for tradet.

Trinomial modell: | en sadan modell antar aktiekursen ett av tre mojliga tillstand vid nasta
period mot tva i binomial fallet. Optionens loptid delas in i n stycken intervall, dér varje
intervall har lika langd At. Givet S, (i =0,,...,n-1) antar aktiekursen ett av foljande tre

varden i nasta period, antingen upp till uS, , mellan vardet mS, eller ner till dS, . Dar
u>m>d>0,u>1ochd<l.

Modellen har sex stycken parametrar u,m,d, p,, p, och p; dar p; ar sannolikheterna for de

olika rorelserna i tradet, alltsd p, ar sannolikheten att nasta rérelse blir uppat i tradet osv. For

att trinomial processen ska konvergera mot B-S modellens prisprocess i gransfallet dd n — o
maste foljande villkor vara uppfyllda
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p1+p2+p3:11 0< pl,pz,p3<1
up, + mp, +dp, =M, M = exp(rAt)
u*p, +m?*p, +d*p, =M?*V, V = exp(cAt).

Ett annat naturligt villkor &r att

ud =m?

for att minska antalet noder som tradet antar frén (3™ —1)/2 till (n+1)°.

Vidare foreslar Tian i sin forsta modell ocksa att villkoret p, = p, = p, ska vara uppfylIt.
Vilket ger att parametrarna far foljande form

p,=p, = paz%
u=K++vVK?=-m?
d=K-+4K?-m?

szE;XZ Merﬁﬂ%ﬂﬁ,

| sin andra modell foreslar han att trinomial processen ska ha samma tredje och fjarde moment
som den motsvarande kontinuerliga processen har i B-S modellen. De tva andra villkoren blir
da

ulp,+m’p, +d’p, =M3V?
och
utp,+mip, +d*p, =MV°,

Jag skriver inte ner uttrycken for parametrarna i det andra fallet. For de olika testerna av de
bada modellerna, som Tian gor, visar att den andra modellen ar mindre exakt an den forsta.

Tian foreslar ocksa i sin artikel att parametrarna i binomial modell véljs sa att den diskreta och
kontinuerliga processen (B-S modell) har samma tredje moment. Forsta och andra momenten
maste vara lika for att binomial processen ska konvergera mot den kontinuerliga. Se nedan,
for parmetrarnas explicita form.

Leisen-Reimer (1996) (L-R)

De undersoker forst konvergensen mot det "korrekta vardet” for tre andra binomiala modeller.
Alla bygger pa C-R-R metoden men forfattarna har konstruerat tradet pa olika vis. Priset pa en
europeisk képoption enligt C-R-R ges av

¢, (S,t) =S, ®[a;n, p']- Kr."®[a;n, p] *)
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dar (D[a; n, p] = Z[njp I@1— p)™ ! &r binomial fordelningsfunktionen, n &r antalet perioder,
j=a

r, =exp(rat)

it ity

u,—d, r Inu, —Ind,

heltalsdelen av talet.

De olika binomiala modellerna skiljer sig at hur u, och d valjs. L-R undersoker féljande
modeller.

C-R-R Jarrow-Rudd Tian

u, :exp(a\/ﬂ) u, =exp(,uAt+a\/A_t) u, =%(rn +1L V2 +2v, —3)
d, =exp(—a\/E) d, =exp(,uAt—o\/A_t) d, =%(rn +1-4VZ+2v, —3)

p=r--o r, = exp(rat)

Vv, = exp(aZAt)

L-R visar att de binomiala modellerna oscillerar runt motsvarande pris sa som faststalls av B-
S formeln, nér antalet perioder 6kar. Anledningen till det ar att I6senprisets plats i tradet &r
oberoende av trédets utseende och att sannolikhetsmassan, som &r koncentrerad till de olika
slutnoderna, &ndras vid varje 6kning av antalet perioder.

De undersoker med vilken "hastighet” de olika modellerna konvergerar mot B-S varde.
Konvergensen sker med ordning p > 0 om det existerar en konstant k > 0 sa att

VneN:ensL och
np

dar
e, =[C-C,(S,1)|.

e, ar felet for binomial modellen med n perioder mot B-S vérde C.

De bevisar darefter att alla tre modellerna konvergerar med ordning 1.

L-R foreslar en metod for att forbattra konvergensen och berakningsprestanda. | stallet for att
berakna binomial fordelningen i (*) med nagon av de redan foreslagna sannolikheterna,
foreslar L-R att sannolikheterna ska approximeras med hjalp av normalférdelningen. De
anvander sig av De Moivre-Laplace sats som “grovt” séger att 1— ®[a;n, p] ~ N(h(a,n, p)),
dar N(z) ar normal fordelningsfunktionen vars variabeln z bestdams av en justeringsfunktion
z=h(a,n, p), dar a &r antalet forflyttningar uppat i tradet, n antalet perioder och p ar
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martingale mattet. Sa givet fixa a och n kan h betraktas som en funktion av p och da existerar
inversen h™*(z) till h. Det existerar ett antal foreslagna justeringsfunktioner L-R undersoker
féljande tre inverser.

(A) Camp-Paulson-invers

h‘l(z)—(ij2 (9x—1)Qy —1)+3z(x(9y - 1) + y(9x -1)* —9xyz* ) &
- (9y-1)?*-9yz’

med x=n-a, y=a+1, z ar variabel for normalférdelningen.

(B) Peizer-Pratt-Metod-1-invers (fall: a+5=n-(a-3), n=2a+1)

2 %
h*(z)=05p|0,25— O,ZSeXp(—(n er 1J (n +%j]

eizer-Pratt-Metod-2-invers (fall: a+<-=n—-(a—-=), n=2a+
(C) Peizer-Pratt-Metod-2-invers (fall: a -+ (a-1), n=2a+1)

%
2
h™(z)=05pn|0,25- O,25exp(— (ﬁ) (n + %)]

3 n+1

L-R anvander en av ovanstaende funktioner h™(z) och tar som indata d, och d, frdn B-S
formeln for att bestdmma p och p’. Dérefter tillampar de villkoret p=(r—d)/(u—-d), som
maste vara uppfyllt for att ingen arbitrage ska existera och definitionen p’ = (u/r)p for att
bestdmma u och d och far resultatet

p'=h7(d,), p=h(d,), u=r(p'/p) och d=(r—pu)/@-p)

Parametern a(n) kan véljas ex ante sa att I6senpriset ligger mitt i tradet. Anvands Camp-

Paulson:s metod erhalls konvergens av ordning 1, men med konstanten ungefar lika med ett.
De tre binomiala modellerna har konstanten fyra. Konvergensen for Camp-Paulson:s metod
sker ocksa monotont istallet for att oscillera som fallet &r med binomial metoderna.

De olika Peizer-Pratt metoderna ( B och C ) ar i stort sétt likvardiga. Till skillnad fran de
andra metoderna ger simulering resultaten att konvergensen ske med ordning tva. Men deras
sats for ovre konvergenshastighet sager att metoderna konvergerar av ordning 1.
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Binomial modell med slumpmaissig tid

| en artikel fran (1998) beskriver bland annat Leissen hur man konstruerar ett trad dar
I6senpriset alltid ligger vid en nod i tradet. Det leder till att konvergensen mot B-S vérde i det
europeiska fallet sker med monoton konvergens. Extrapolationsteknik ar da fordelaktig att
anvanda. Men konvergensen sker fortfarande med oscillation for den amerikanska optionen,
sa jag beskriver inte det tradet. Da ingen direkt forbattring erhalls i forhallande till det andra
traden for den amerikanska optionen.

Leissen (1999) beskriver ett annat trad, dar tidsavstandet mellan tva handelsdagar i modellen
ar slumpméssigt. Det ar ekvivalent med att de olika perioderna har slumpmassiga langder.
Periodernas langd bestdms av en Poisson process.

L&t {Ax,, | och {4, } vara tvé reella foljder dar Ax,, —"—0 och A, —">w. L4t 7, vara
oberoende exponentialfordelade stokastiska variabler med vantevérde 1/4,, och

NM = max{ n ‘ > Ta St } S& N/™ ar en Piossonprocess med intensitet A och N™ ar

antalet handelser som har intraffat till och med tidpunkt t.

Lat {ﬁm,i } vara en foljd av oberoende lika fordelade stokastiska variabler och varje R, ar
ocksé oberoende av N ™. Ru,i:s fordelning ges av

— AX,, m
Rm,i - " p
- AX,,, 1-p,.

Leisen definierar sedan slumptids binomial modellen (RTBM) genom

X = D Rmi och S —expXi,

fow(m ) .
dar St~ &r prisprocessen for aktien.

Darefter visar han om
E(Rmi)A, —™>u och Var(Rmi)i, —">c>

ddr z och o? ar vantevardet respektive variansen for den kontinuerliga processen i B-S

0 —(m)
modell sa konvergerar S~ mot den.

Genom de slumpmassiga periodlangderna far modellen en extra riskfaktor och modellen blir
darfor icke fullstandig. ( For en diskussion om det se Bjork (1998) sid 105-106.) Vilket leder
till att martingalemattet ej ar entydigt bestamt av modellen. Leisen foreslar foljande
martingalematt
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1 u "
=—+—"—AX, dar =r——o
O 2 557 M

och o dr variansen for den underliggande tillgangen.

Om RTBM processen ska konvergera till motsvarande process i B-S modellen kan inte 4,
och Ax, viljas oberoende av varandra. Sa Leisen sétter

2
o
A.=|—| .
" (Axm ]
Vérdet for en amerikansk saljoption, dar den underliggande tillgangen inte ger nagon
utdelning, beraknas pa féljande vis. Lat ‘Pn"“) vara vardet for en amerikansk saljoption

berdknat i en n perioders binomial modell med parametrarna
( m? m! M O ) ( exp(AXm)! eXp(_AXm)l E( exp(_rrm,l) ‘ NT(m) :n)! qm)

dar g, & som ovan. Nar Leisen beraknar \P(™ byter han ut E( exp(-rz,,) ‘ N{™ = n) mot
exp(—r(T —t)/n). Vérdet for en amerikansk séljoption ges av

g (T t)z ‘P(m) dar m ar fixt.

Om Ax, —™—0 sa konvergerar P, till motsvarande vérde i B-S modellen.

Nar Leisen implementerar modellen beréknar han summan P, upp till och med 2| A, T | dar
|- | &r heltalsdelen av talet. Han féreslar ocksa foljande extrapolationsteknik, for att minska
antalet termer i summan som behdvs beréknas for att fa ett tillforlitligt varde,

/Im I:)m _/Im I:)m
P(m ny = o My L my
o /Imz _/Im1

Antalet berakningar i RTBM &r av ordning n® jamfort med C-R-R dér ordningen &r av n®.
Men konvergensen verkar ske med ordning tva istéllet for ordning ett i C-R-R modellen.
Leisen ger inget formellt bevis for sitt pastaende utan hanvisar till simuleringar.

Binomial med Black-Scholes (BBS)

Broadie och Detemple (1996) beskrev denna metod. Den &r som C-R-R metoden forutom da
man arbetar sig bakat i tradet da man byter ut “fortsattningsvardet” i maxuttrycktet till
motsvarande Black och Scholes varde i tidssteget fore sluttidpunken. Férdelen med att byta
vardet tycks vara att man far en snabbare konvergens mot det korrekta vardet. Detta oscillerar
mycket mindre an vad som hander i den ursprungliga modellen. Vidare foreslar de att man
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anvander BBS tillsammans med Richardsons extrapolation. Detta forbattrar metodens
exakthet och snabbhet, vilket framgar av resultaten i utvarderingen.

Control variate teknik
Hull-White modellen (1988) (H-W)

| samband med Monte Carlo simulering av optionsprissattning féreslog Boyle 1977 denna
teknik. Vad H-W visar &r hur tekniken kan anvandas i samband med trad-tekniken.

Control variate tekniken kréaver att det finns tva snarlika optioner A och B pa den
underliggande tillgangen och att samma numeriska teknik gar att anvanda for att vardera bada
optionerna och att t ex B har en tillforlitlig vardering via en annan teknik. Satt

C; : kanda vardet for B

C, : estimerade vardet for A enligt den numeriska tekniken
C; : estimerade vardet for B enligt den numeriska tekniken
o, - standard felet for C,

o : standard felet for C

p : korrelationen mellan C; och C},

En ny estimering av A:s varde ges av

Ch=Cy+(C,-Cy)

Vilken har standardfelet

\/Gi+0'é — 20,04
som dr mindre &n o, om p >0, /20, .

For amerikanska optioner begagnar H-W tekniken pa ett trad av C-R-R typ. B-optionen antas
vara en europeisk option och det riktiga vérdet ges av B-S formeln. Samma trad anvénds till
att vardera de bada optionerna. H-W pastar att felen for prisestimeringarna for tva snarlika
optioner har en tendens att bli for hogt korrelerade.

De visar ocksa att samma teknik gar att anvanda for att estimera de olika derivatorna med
avseende pa optionens parametrar. L&t ¢ vara parametern i fraga. Berakna C, (¢, ), Cx(#,),

C. (¢, + Ag,) och C; (¢, + Ag,) med hjalp av tradet. Satt

o = Caldy +24))-Ci(4)
’ Ady
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detsamma fér D och dar D, ar en tillforlitlig estimering av B:s derivata med avseende pa
parametern, via exempelvis B-S formel. En ny estimeringav D, ges av

D, =D, +(D; -D;)

| punkten ¢,. Dar den nya estimeringen har standardfelet

A—¢O=G;\/2—2pA(¢0'A¢O)

dar o, &r standardfelet for C, och p, (¢,,Ad,) ar korrelationen mellan C, (4, + Ag,) och

Caldo)-

Optionspriset som en funktion av undre och 6vre begrinsningar

Johnson (1983)

Han utgér fran relationen p(K) < P(K) < p(Ke'™™"), dar p(K) ar vérdet for en europeisk
saljoption med l6senpriset K. Priset beror ocksa hér pa aktiekursen och I6ptiden men det
sambandet skrivs inte ut explicit. P(K) ar motsvarande varde for en amerikanska séljoption.
Den sista olikheten hamtar han fran Margrabe (1978) som séger att en amerikansk option vars
I6senpris okar med den riskfria rantan aldrig ar optimal att utnyttja innan slutdagen, sa dess

varde blir detsamma som en europeisk séljoption med losenpriset Ke™ ™™,

Dérefter uttrycker Johnson P(K) som ett vagt medel av p(K) och p(Ke' ™) genom
P(K) = ap(K) + (1~ a) p(Ke'™ ™).

Differensen P(K) - p(K) mellan en amerikansk och en europeisk option &r ej konstant, nér
den underliggande tillgangen eller nar véarderingstidpunkten éndrar sig andras differensen
ocksa mellan optionerna. Detta innebar att oo maste vara en funktion av en eller flera variabler.
For skattning av funktionen anvander sig Johnson av regressionsteknik. Data till skattningen
av funktionen tar han fran tabellerna i Parkinson (1979) och Cox-Rubinsteins bok (1985).
Fran de skattade optionsprisena foreslar han foljande funktion, som &r en funktion av
produkten av loptiden T —t och réntan r

e (T ‘t)):(&y

arT-t)+a
Dar
L In(S/S,)
In(K/S,)
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och S, &r den optimala losengransen for optionen, for varden under S, ska optionen utnyttjas
direkt. Vilket leder till att en ny funktion maste skattas, som sker genom

. y " ) 2r
S =K|— dar y=—
[1+7j 4 o?
och
2 —t)
mle2(T —=t)) = o (T
(o*(r 1) byo 2 (T —t) + b,

ar en funktion av produkten av aktiens volatilitet och l6ptiden T —t . Parametrarna a,, a,, b,

och b, tar Johnson fram genom regression dar han anvander sig av data fran Parkinson
(1979). Formeln géller bara for en aktie som ej ger nagon utdelning.

Broadie-Detemple modeller (1996)

Broadie-Detemple anvénder sig av samma teknik som Johnson (1983), men pa ett mycket mer
sofistikerat sétt. De konstruerar undre och 6vre begransningar for optionspriset och uttrycker
sedan optionspriset som en funktion av grénserna. For en amerikansk kdpoption dar den
underliggande tillgangen antas folja prisprocessen,

ds, =S, (r - &)dt + oS, dW,

Tillgangen ger foljaktligen en kontinuerlig utdelning & . Den optimala lésenpolicyn ges av
funktionen S;”. Som undre grans, fér optionens vérde, anvander de "capped call” optioner.

Vilka har utbetalningsfunktionen max(min(St, L) - K,O) dar L &r taket och optionen ar
europeisk om S, < L men maste utnyttjas direkt dd S, nar L. Vardet for en sadan option
betecknas C, (S,,L) . PDE:n for en "capped call” har en analytisk 10sning.

D& c(S,t)= lim_C,(S,,L), forda L — « blir C,(S,,L) en vanlig europeisk option, och
eftersom en amerikansk képoption kan utnyttjas nar som helst och da vid S, =L foljer foljande
olikhet C, (S,,L) <C(S,t) som géller for alla L. De valjer som undre begrénsning

C'(S,t)= maxC,(S,,L) <C(S,1)

som &r ett differential optimeringsproblem, till vilket det existerar ett antal Idsningsmetoder.
Om & >0 sddrocksd L <o ochdd C' ar det maximala vérdet dver alla L féljer att ¢ <C'.

For att bestimma den 6vre begréansningen anvander de sig av Kims (1990) teknik att uttrycka
en amerikansk optionsvérde som en funktion av en europeisk option plus en riskpremie,

C(S,S",t) =c(S,t) +E(S,S7,t)
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dar aktiekursen och losengransen &r for tidpunkten t och randvillkoret ges av
C(S,5",t)=S, —K Vtelt,, T]. Men istallet fér att bestimma randvillkoret numeriskt for ett

antal punkter och sedan anvénda exempelvis lineér interpolation, approximerar de den
optimala losengransen underifran genom att l16sa ekvationen D(L,t) =0. D(L,t) &r derivatan

av C,(S,,L) med avseende pé L utraknad da S narmar sig L underifrén. L;. betecknar
I6sningen till ekvationen D(L,t) =0.

B-D bevisar tva satser som séger att L, <S; och
C(S,t) <C(S,S,,t):=C"(S,1).

De bevisar ocksa att skillnaden mellan undre och 6vre begransningarna gar mot noll, alltsa
CcU(s,t)-C'(S,t) >0

da nagot av foljande fall intraffar, och de andra parametrarna ar fixerade i varje enskilt fall,
T-t—o>ow,ellerT-t—>0,eller S, > w,eller S, >0, eller c - o, eller c — 0, eller

o —> o, eller r > .
De foreslar foljande tva approximationer av en amerikansk kopoption

C1(S,t) = 4,C'(S,1)
och
C2(S,t) = 1,C*(S,t) + (1-4,)C"(S,1)

Och kallar C1 for LBA ( Lower Bound Approximation ) och C2 fér LUBA ( Lower and Upper
Bounds Approximation ). Som varde pa vikterna foreslar de 4,= 1 och A,= 0,5 eftersom de i

sina studier aldrig har traffade pa ett A, storre &n 1,0133. Vikterna kan ocksa bestams genom
regression, sa som hos Johnson (1983).

For amerikanska séljoptioner hanvisar de till McDonald och Schroder som visar féljande
likhet
C(s,K,r,0,t)=P(K,S,d,r,1)

Intentionen bakom likheten ar att en kopoption ger rattigheten att vaxla pengar mot tillgangen
och det motsatta for saljoptionen.

Virdet uttryck som en oiindlig summa
Geske — Johnson (1984) (G-J)
De antar att en aktien foljer en GBM ( geometrisk brownsk rorelse ) och att aktien till en

borjan ej ger nagon utdelning. Déarefter gor de en oandlig men uppraknerlig partition av
optionens 16ptid, dar varje delintervall har langden At. Sedan gors antagandet att optionen
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endast kan I6sas vid punkterna iAt =t;, i =12,....... . De anvander optionsteorins

huvudprincip, att vid vardering ska det riskneutrala vantevérdet av framtida kassafloden
diskonteras till nuvardet. Vid tidpunkten t, intraffar ett kassaflode om S, < Stj , dar S; ar

aktiens optimala I6sengréns. Man integrerar l6senpriset minus framtida aktiepriset 6ver
intervallet (—oo,S; ) och tatheten ar den for S, . Detta varde diskonteras till tidpunkten t. Vid

t, genereras ett kassaflode om S, < S; givetatt S, > Stj , sd vid t, berdknas det betingade
vantevardetav K —S, givetatt S, > S; och sd vidare for de dvriga tidpunkterna.

Jag infor beteckningarna, dar N (d,R,,) ar den m - dimensionella multivariativa
normalfordelade integralen, d,, ar de Gvre integrationsgranserna och R, ar

korrelationsmatrisen. D,, &r en mxm matris som andrar tecken pa det sista elementet i en
vektor med m element. Satt

In(S/S, )+ (r+0507) jAt

d,:
. o4 JAt

07, = (A, oo G

d, :=d - (oVAL, ..., oviAt)

*

w,i= > N(dfy, R)) dar R/ = D,R,D,
i=1

w, 1= > N(d,,R)e™™.
i=1

Ovanstaende leder da fram till féljande uttryck for véardet for en amerikansk saljoption
P = Kw, — Sw;.

For den numeriska implementeringen av P = Kw, — Sw, foreslar G-J féljande metod. De
konstruerar en féljd av optioner {P,} dar P, har en lésendag vid T, P, har tva lésendagar vid

(T —t)/2 eller T och P, har I6sendagarna vid (T-t)/3, 2(T-t)/3 och T osv. Exempelvis ges
P, :s varde av

P, = e/ N, (d;,,R;) — SN, (d;,, R;) + Ke "™ N, (d3,, R}) — SN, (d},, R})

Dar N;, dfj och R;" &r som forut men uttrycket for tiden har justerats. Det optimala
I6senpriset ges av

S:T—t)/z =K -P(S,K,(T-1)/2,r,0).
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Foljden {P, }:s gransvarde ska vara vardet for en amerikansk saljoption. G-J anvénder

Richardsons extrapolation for att berédkna gransvardet. De anvander de tre forsta vardena i
foljden och harleder foljande approximation av vardet for optionen.

P= P3+%(P3_Pz)_%(P2 _Pl)

Da aktien ger utdelning existerar en period innan varje utdelning D déar det aldrig ar optimalt
att utnyttja saljoptionen. G-J foreslar da att den sista utdelningen D' véljs just sa stor att
optionen under hela perioden fram till D’ :s utdelningsdag aldrig utnyttjas. Om den faktiska
utdelningen D > D', véljs alla l6sentidpunkter i den sista perioden. Da D < D’ foreslar de
foljande approximation

P(D) =P(0)+ = (P(D) - P(0))

via linjar interpolation, dar P(0), P(D) och P(D’) é&r vardet for saljoptionen da aktien inte
har nagon utdelning, eller en utdelning D respektive utdelning D’. Den underliggande
aktiekursen, I6ptiden och de andra parametrarna &r de samma forutom utdelningen for
funktionerna.

Bunch-Johnson (1992) (B-J)

Anvander samma princip som G-J. Men de foreslar att Richardsons extrapolation anvands pa
tva varden istallet, vilket ger

P=2P,-P

Den édnda skillnaden mellan G-J och B-J ar hur P, viljs. Den forsta mojligheten till [6sen
valjs frén {(T —t)/8,.......,7(T —t)/8} sd att P, maximeras och dd kommer P:s vérde narmare
gransvérdet for foljden. Fordelen med metoden &r att man slipper berékna en trippelintegral

vilken &r mer berakningskréavande &n optimeringsproblemet.

Analytisk approximation

MacMillan (1986)

Han antar att 16sningen till PDE:n fér en amerikansk séljoption har utseendet
P(S,t) = p(S,t) +e(S,t)

Dér p(S,t) ar motsvarande europeiska option. Efter ett resonemang om att jamvikts
optionspriset kraver kontinuerliga funktioner foljer att e(S,t) ar en kontinuerlig funktion och
e(S,t) maste uppfylla B-S PDE

1,,2G2 -
$0°S%eg +1Ses —re+e, =0 &)
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med vissa randvillkor. De randvillkor som MacMillan skriver ned motsager sig sjalva. |
borjan av sitt papper skrev han ned féljande randvillkor som en amerikansk saljoption maste

uppfylla

1. P(S;,T)=max(K - S;,0);
2. P(S,,t) = max(K - S,,0) ;
3. P(S,, 1) <K;

4. P(S,,t)>0;

5.

s lim_ P(S.,t)=0
Dér villkor 4), ar 6verflodigt eftersom 2 dr ett strangare villkor. Sedan andrar han villkor 1)
for P(S,t) och satter istéallet e(S,T) =0. Vilket leder till P(S,T) = p(S,T)=max(K -S;,0).

Darefter skriver han att man ska l6sa (*) med avseende pa villkoren 2) till 5). Det ar markligt
for om e(S,t) > max(K —S,,0) blir det aldrig optimalt att I6sa P under optionens 16ptid, for

om S, <K ar p(S,t) >0 och detta tillsammans med villkor 2) for e ger att P(S,t) > K -S,.
Vidare dd S, < K finns det ingen kontinuerlig funktion som uppfyller villkor 2) fér t <T och
e(S,T) =0. Detta innebar att villkor 2) borde vara e(S,t) > max(K - S, — p(S,T), 0).

MacMillan antar sedan att e(S,t) har formen
E(S,t)=g(®)f(S,g)  dargt)=1-e""",

(*) far da utseendet
2 M fy
S fSS+MSfS —E 1+(1—g)gT f :O

dar M =2r/o?. Genom att bortse ifrn termen innehallande (1—g)g erhélls en ODE av
Euler typ

S2f +MSf, - M f —g
g

med det karaktaristiska polynomet

h(4) = 22 + (M 4)1-%:0

Funktionen f har den generella formen

f =aS"* +a,5%.
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Hhar en negativ rot och en positiv for h(0) =—-(M /g) <0 om r >0 och h(+w) = +w .
(MacMillans villkor 5) ger da att a, = 0. Dérefter bestams a,, satt a, =a och 4, = 4, genom
att K-S maste vara tangenten till P vid den optimala l6sengransen. Sa villkoren

* * * a * a *
ST )+gMF(S)=K-8 och —p(S",t)+g(t)— f(S;)=-1
p(S ) +9MF(S)) t o5 PO+ T(S)

leder fram till att det optimala l6senpriset ar en fixpunkt till foljande ekvation

_—AK-p(S)

"G N(d,) - A

dar N ar normalfordelningen och d, ar som i B-S formeln for kopoptionen. Definiera

RLCAED (D
_/’Lg

och satt
A=ga(S)" :wz(s))_

MacMillan far saledes foljande analytiska approximation av saljoptionens pris

P(S,t) = p(S,t)+ A(gij .

Ett ar senare publicerades tva snarlika modeller. Barone-Adesi och Whaley (1987) anvander
sig av samma teknik pa en mer generell prisprocess dar ett av fallen ger ovanstaende resultat.
Omberg (1987) bygger ocksa i princip pa samma teknik. Han antar att den optimala
I6sengransen foljer en forutbestamd funktion. Men till slut &r han anda tvungen att anvanda
sig av nagon numerisk fixpunktsteknik for att fa fram ett vérde.

Barone-Adesi och Whaley (1988) (B-A o W)

Barone-Adesi och Whaley bygger ut MacMillans modell till att omfatta fallet da aktie ger en
kand utdelning under optionens I6ptid. Lat D vara utdelningen och t, &r tidpunkten da

utdelningen intraffar. D& finns en period innan t, da det ej &r optimalt att 16sa optionen. Lat
t” vara tidpunkten for vilken det dessforinnan kan vara optimalt att I6sa optionen, t~ ges av

D = K(exp(r(t, —t7)-1)
och

ot - In(1+(rD/K)) |
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Om t” <t 4ar det aldrig optimalt att I6sa optionen innan t,, Intraffar 16sen under optionens
loptid kommer det att ske under t, till T. D& t” >t finns det tva perioder under vilket 18sen
kan vara optimalt under optionens I6ptid, perioderna &r t till t™ och t till T.

Forst redogors for fallet da t™ <t. B-A o W anvander sig samma teknik som Johnson (1983).
Det vill sdga undre och 6vre begrénsningar och uttrycker optionsvardet som ett vagt medel av
begransningarna. Jag anvander samma betéckning som B-A o W fér den amerikanska

séljoptionen P(S,t;D,t") dar den underliggande aktien ger en utdelning D under I6ptiden.
Definiera S’ =S — Dexp(-rt,) och lat P(S’,t) vara en amerikansk séljoption vérderad med
MacMillans teknik och dar den underliggande tillgangen ej ger nagon utdelning och foljer
GBM processen for S’. Da dr P(S’,t) en dvre begransning for P(S,t;D,t") och har en
positiv sannolikhet att bli utnyttjad under hela optionens l6ptiden. Medan optionen
P(S,t;D,t") endast har l6senpremie under perioden t, till T. Den under begransningen
erhalls genom att ta bort I6senpremien e, (S',ty) for perioden ttill t, fran P(S’,t). Déar

e, (S',t,) definieras genom

e, (S, t;) =P (S",t)- p (S',t) Dar P” och p” har slutdagen t,.
Den undre begrénsningen blir
P(S',t)—e,(S',ty).

Notera att da S, ar Iagt i forhallande till K 6kar sannolikheten att P(S,t; D,t,) l6ses direkt
efter t,. P(S,t;D,t,) konvergerar saledes mot P(S’,t) —e, (S',t,) . Approximationen av
P(S,t;D,t,) sker genom féljande formel

P(S,t;D,t,) = w,P(S",t) + W, (P(S",t) e, (S',1,))

Dér w, &r sannolikheten att P léses direkt efter t, och w, +w, =1. For att fa fram
P(S,t;D,ty) :s varde maste P(S’,t,) beraknas och da erhalls ocksa det optimala losenpriset
S, , med vilken sannolikheterna w, och w, kan beraknas genom

tp ?

w, = N(=b) och w, =N(b)
dar
b In(S'/St*D)+(r -0507%)(ty —t)

o\t —t

Det andra fallet ar svarare, bl.a. darfor att de 2 - dimensionella férdelningsfunktionerna
behdvs beraknas. Till den foregaende prisformeln laggs optionen P’(S,t) till som har

slutdagen vid tidpunkten t™ och vikterna &ndras sa prisformeln blir

P(S,t;D,ty) = W,P(S",t) + W, (P(S',t) + €, (S',t))+ W,P'(S,1)
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dar w, +w, +w, =1, w, = N(-a) och

L IN(S'/S") +(r —0507)(t" —t)

ot" —t

som &r sannolikheten att en option pé en icke utdelande aktie blir 16st vid t™ och

w, == N(a,b; Vt" —t/(t, —t))
w, == N(a,b; Vt' —t/(t, —1))

dar N(a,b; p) ar den 2 — dimensionella normalférdelningsfunktionen och p ar
korrelationskoefficienten.

Finite Difference

Jag borjar med en kortfattad beskrivning av den allmanna tekniken, som bygger pa Wilmott
m. fl. (1993) kap. 16-21. Sedan tar jag upp deras foreslagna losningsteknik for en amerikansk
option. FOr att sedan kort kommentera de tidigare publicerade artiklarna. Det generella
problemet for amerikanska optioner ar att man ej vet funktionens I6sningsdomén pa férhand.
Anledningen &r att den optimala lI6sengransen maste bestammas samtidigt med I6sningen av
prisfunktionen.

Tekniken bygger pa att man approximerar de partiella derivatorna med differenser. Om
exempelvis u(x,t) ar en funktion av x och t ges den partiella derivatan med avseende pa x av

u(x,t) —u(x —ox,t)
X

Z—u(x,t) = + O(ox) och den approximeras sedan genom
X

My 1y 2 WD ZUK=KY s ar litet, vilken Kallas for
OX X

bakatdifferensen. Det finns flera olika satt att approximera de partiella derivatorna t ex genom
framatdifferensen vilken ges av att u(x — ¢x,t) byts ut mot u(x +dx,t) i bakatdifferensen. Pa

liknade satt approximeras de hogre partiella derivatorna. Centraldifferensen ges av

u(Xx + oX,t) —2u(x,t) + u(x — ox,t)

(" , vilken ar av ordning O(&x?)

o’u
e 007

Darefter delas funktionens doman in i ett nat, dar natpunkterna eller noderna har utseendet
(nox,mat) . Analysen av funktionen u(x,t) koncentreras till noderna i natet. Infor notationen

u, :=u(ndx,mét) och analogt for andra funktioner.
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Sedan tas differensapproximationer for de partiella derivatorna och stoppas in i PDE:n. For
varje nod erhalls en differensekvation i stallet. Tva viktiga begrepp i detta avseende ar
stabilitet och konvergens. Stabilitetsbegreppet har att gora med om differensekvationer &r
kansliga for sma fel i indata. Ekvationerna ger upphov till ett rekursivt system och om felet
forstoras vid varje ny berédkning sdges systemet vara instabilt. Systemet ar konvergent om
differenserna konvergerar mot det ratta vardet da ox och & gar mot noll.

Wilmott m. fl. visar att Black och Scholes ekvation kan transformeras till féljande (kap 21 och
hénvisningar dar)

dar u kan antingen vara en sélj- eller képoption vérde. De antar ocksa att aktien ger en
konstant utdelning. Saljoptionen har foljande initial- och randvéardesvillkor

u(s,0) = max(exp(2 (k, —1)S)-exp(% (k, +1)S), 0),
u(s, t) > exp(t ((k, —1)? + 4k, )t )max(exp(% (k, -1)S) - exp(& (k, +1)S), 0)
Jim_u(s,t)=0,

dar k, =r/(o?) och k, = (r - D)/(35?), D ar den kontinuerliga utdelningen.

Problemet gar att skriva om till sa kallad linjar komplementar form, vilket ger

oP  8°P

[E_aszjzo, (P(S,t)-g(S,t))=0,
6P 9°P
[E—asz](P(S,t)—g(S,t))—O.

dar g ar den transformerade utbetalningsfunktionen for séljoptionen ges av
1 2 1 1
Z((ky—1)%+4k)t Z(k,-1)S Z(k,+1)S
g(S,t)y=e* max(e2 ezt Oj.

Fordelen med den linjara komplementdra formen ar att dar dyker inte det fria
randvardesvillkoret upp uttryckligen, utan bestams efterat av vilkoret P(S™,t) = g(S”,t) och

P(S,t) > g(S,t) for S>S".

De anvander sedan foljande approximation av PDE:n, 0<8 <1
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2 m+l  pm m+l m+1 m+1 m
P _o°P PM-R' PIT-2R 4PN _a-0) P

ES (%)°

-2P" + P,
(5%)°

ot oS’ &

dar P" = P(ndx,mdt). Da @ =0 ges den explicita differensapproximationen, & = % ger
Crank-Nicolsons approximation och & =1 ger den implicita differensapproximationen.
Villkoret 6P /ot — 9P /6S? >0 och sétts o = &t /(0x)* ges foljande olikhet

P™ —a@(P"t —2P™ + P" 1) > P" —a(1-0)(P], -

n+l

2R +PRN). (1)

Det transformerade problemet ar definierat pa att oandligt intervall, sa nér det diskreta
problemet ska berdknas maste intervallet trunkeras sa att ett andligt intervall erhalls. Satt det

trunkerade intervallet till —x~ = —-N"6X < x =ndéx < N*¢k = x*. Ovanstaende problem gar da
att skriva pa foljande matris form

(APm+l _bm) ZO, (Pm+l _gm+l) 20’ (Pm+1 _gm+1)'(APm+l _bm) =O.

Dér b, =P" —a(l-6)(P, —2P" +P",) och Adren (N~ + N* —2) kvadratisk,

symmetrisk och trediagonal matris

1+2a0 -ab 0 A 0
—-ab 1+2a8 -ab M b-mel
A=|0 —ab o) o) 0 och b™ =|M samt liknande for de
M O 1+2a20 -ab by,
0 K 0 -af 1+ 206

andra kolumnerna. b™ gar att berdkna explicit i varje steg och de andra kolumnerna foreslar
de berdknas genom en utvidgad form av SOR ( Successive Over Relaxation ) algoritm (se sid
328). Den foreslagna tekniken ar stabil for 6 <1/2 om 0 <a <%(1—6) och for 1/2< 6 &r

approximationen stabil om 0 < « .

Brennan och Schwartz (1977) anvander sig av explicit differensapproximation direkt pa Black
och Scholes ekvation. Men som de namner i sin artikel fran 1978 kan approximationen vara
instabil, i 6vrigt handlar artikeln om att differensekvationerna kan betraktas som en stokastisk
process och dess konvergens till diffusionsprocessen. Wilmott m. fl. har en utforligare
diskussion om det pa (sidorna 288-291) och sager att approximationen kan var stabil utan att
konvergera. Det maximala tidssteget for stabilitet beror endast pa antalet steg i S-led men inte
steglangden pa dessa.

Courtadon (1982) anvander sig av Crank-Nicolsons metod. Men han tillampar medoden
endast pa en kdpoption dar den underliggande aktien ej ger nagon utdelning.

Geske och Shastri (1985) undersoker fyra olika differensapproximationer. Tva som bygger pa
att B-S ekvationen transformeras genom y = InS . De tva andra bygger pa att B-S ekvationen
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transformeras till ou/ot = ak "0%u/oy?. Darefter undersoker de explicit och implicit
differensapproximation pa de tva transformerade problemen.

Method of lines

Meyer och van der Hoek (1997) beskriver hur “method of lines” kan anvéndas vid vardering
av amerikanska optioner. Metoden bygger pa att den kontinuerliga tidsderivatan byts ut mot
ett differenselement istallet. Sa det nya problemet far diskret tid. Forfattarna anvander i sin
artikel forsta och andra ordningens bakatapproximation, vilket ger att problemet blir obetingat
stabilt. Da endast tidsderivatan approximerars erhalls istallet ett system av forsta ordningens
differentialekvationer. Losningarna till systemet hadnger ihop genom Riccati transformationen.
Differentialekvationerna &r av typen begynnelse vardesproblem, vilka de 16ser med
trapezoidal integrering over ett fast nat. Anledningen till att de anvander ett fast nat ar att da
har de alla vardena for I6sningen i nésta steg. Vid varje tidssteg, efter att de har lokaliserat
mellan vilka noder som den optimala I6sengransen ligger, approximeras den med hjalp av
vardena i fyra olika noder. Vilket ger att 16sengransen inte behover ligga pa en av de
forutbestdmda noderna.

Linjir programering

Dempster och Hutton ( 1996 ) skriver om B-S ekvation for en amerikansk séljoption till ett
linjart komplementart problem. | vilket de sedan approximerar derivatorna med motsvarande
differenselement. Detta problem har sedan ett ekvivalent linjért program, vilket de l6ser med
hjalp av Simplexmetoden. De senaste arens utveckling av Simplexalgoritmer gor att det ar en
konkurrenskraftig metod.

Numerisk integration och integral ekvationer
Parkinson (1979)

Parkinson har foreslagit en numerisk metod for att vardera en amerikansk séljoption, dar den
underliggande tillgangen ar en icke utdelande aktie och I6senpriset ar K =1.

Metoden bygger pa att optionen approximeras med vad han kallar semiamerikanska optioner.
Dessa ar optioner som bara gar att utnyttja under ett andligt N antal tillfallen under
optionsloptiden. Parkinson pastar att da N—oo erhalls det riktiga vardet for en amerikansk
option. Han delar in optionens 16ptid i N stycken delintervall t =t <t <....<t, =T . (Obs
indexeringen ar at andra hallet har i forhallande till de andra modellerna.) Med borjan bakifran
och rékna ut vérdet for P(S,t,) . Dérefter tas max(K - S, , P(S,t,)) som randvérde fér nésta

period och sa vidare bak till t. Problemet &r bara att man inte vet vérdet fér S, vid tidpunkten
t. Parkinson foreslar da foljande numeriska metod for att berdkna vardet.
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Parkinson definiera y,, = mdy dar dy &r steglangden, m=0,+1,%2,......; b, = (1—e’)D(-y,,)
dar ®(-) ar Heaviside funktionen?; dt = (T — j)dt, j=01,2,.... dér dt &r fixt och definieras
nedan; P(m, j) = P(y,,t;). Sedan foreslar han en diskret approximation av de successiva
europeiska optionerna med ovan ndamnda randvillkor enligt f6ljande;

P(n,j+1) = max(bn, iqwn = Y, dO)P(m, J')j

m=-—o0
dar q(y,t) ar den lognormala fordelningen, varvid summan &r en approximation av
e ™EZ, (P(S.t,,,)), obs t;,, <t; betraktat som tid. Till slut gors ocksa en diskret

approximation av q(y,t) . Genom att sdtta u := 2rdy/(a2 -1);a = 0,25u/(1+ V1+0,25u%);
a:=05+a’; dt:=2a(l—a)(dy)’/c? och

e " (1-a)? m=-1
e 2a(l—a) m=0
C(m) e—l’dt 2 m= 1
0 m<-2, m=2

vilket ger att

P(m, j+1) = max(b,,,c(-1)P(m-1, j) +c(0)P(m, j) + c@)P(m+1, j))
j=012,.. , m=0+1+2,43,..... .

Vid implementeringen behdves en undre och dvre grans valjas for m och vardet for dy
bestammas, exempelvis anvander Parkinson dy ~ 0,032 vid sina berakningar. Observera, sa

som dt ar definierat sa givet ett fixt dy kan optionen endast varderas vid diskreta tidpunkter.
Huang-Subrahmanyan-Yu (H-S-Y) (1996)

For att prisséatta en amerikansk saljoption anvénder sig Huang-Subrahmanyan-Yu av Carrs m.
fl. teknik att dela upp en amerikansk option i tva delar. Den ena delen &r den motsvarande
europeiska optionen och den andra delen ar premien for rattigheten till 16sen under hela

optionens I6ptid. S& det egentiliga problemet blir att approximera lésengransen S, . Om

aktiekursen ligger under I6sengransen S, ar det optimalt att utnyttja optionen. Denna grans ar

valdefinierad, unik och har kontinuerlig realisering. H-S-Y harleder f6ljande uttryck for
optionens varde, dar den underliggande tillgéngen féljer en GBM och vars “cost of carry™ &r
b

0, x<0
2 D(x) =
1,x21

% »Cost of carry” ar exemplvis r for aktier och r-r* for valutaoptioner dar r* ar det andra landets riskfria ranta.
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P(S,t) = p(S,t)+ TJ.(rKe‘rS N(-d,(S,,S.,s)) +aS,e N (-d,(S,,B,,s)))ds (*)

dar a =r—b, N(:) & normalférdelningen och

d,(x,y,8) = (In(x/y) +(b+o? /2)(s—t))/m/s -t
d,(x,y,8)=d, —ovs—t

Losengransen vid tidpunkten t uppfyller foljande ekvation

K—S, =Ke™N(=d,(S;,K,7,)) - S,e“*N(-d, (S, ,K,z,)) +
T (**)
[rke ™ N(-d,) - a8+ N(~d,) Hs

t
dar r;, =T -t och 7, =s-t.

De tva forsta termerna motsvarar vérdet for en europeisk option med forwardspriset S; .
Tredje termen ger réntevinsten av fortida 16sen och den fjarde och sista anger forlusten av
forsakringsvardet. Fordelen med ovanstaende formel &r att d& man har bestamt S.” &r det bara

att derivera uttrycket for att fa fram hedgeparametrarna. Till skillnad mot andra metoder dar
man behdver andra den underliggande tillgadngens ingangsvarde och sedan berdkna vérdet ater
igen for optionen for att kunna skatta derivatorna numeriskt.

Implementering av metoden: forst maste losengransen approximeras pa nagot vis eftersom
den inte har nagon analytisk 16sning. Intervallet [t,T] delas in i N stycken delintervall

t=t, <t, <...<ty =T .Givet gransvillkoret S; = min(K,rK/a) kan

Sy = {St :0<i<N —1} beraknas rekursivt med hjalp av (**) N stycken ganger. Ekvationen
(**) ar en icke linjér integralekvation, som l6ses med hjalp av nagon numerisk metod. Mellan
pa tidpunkter t_, och t. kan S; approximeras med linjar interpolation. H-S-Y foreslar en att

man anvander Richardsons extrapolation vid berékningen av (*) for att minska antalet
tidpunkter dar I6sengrénsen behdvs approximeras. Om tre punkters Richardsons extrapolation
anvands fas foljande uttryck

P=(P,-3P,+9P,)/2

dar P;, j =123, dr vardet pa optionen dar integralen i (*) har approximerats med en summa.

Da j =1 satt summan till noll. Vid j =2 approximeras funktionen i integralen med en
konstant funktion och som vérdet pa konstanten tas funktionens varde i punkten (T-t)/2. For

j =3 approximeras funktionen med hjélp av en trappstegsfunktion med ett steg, déar vardena
for de olika stegen ges av den ursprungliga funktionens vérde i punkterna (T-t)/3 och 2(T-t)/3.

Da aktien inte ger nagon utdelning ges P, av, under forutsattningen att t =0,

P.(S.1) = p(S.1),
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P,(S,t) = p(s,t)+§e-”’2r\|(—d2(s,s;,Z,T/2)),

P(S,1) = p(S,t)+§(e‘”/3N(—d2(S,S;,3,T/3))+e‘2rT/3N(—dz(S,S;m,ZT/3)).

Endast tre stycken granspunkter behdvs saledes skattas.

Ju (1998)

Ju utgar ifran Carrs m. fl. (1992) teknik att uttrycka vardet for en amerikansk saljoption som
vardet av en motsvarande europeiska och riskpremien for rattigheten att utnyttja optionen
under hela loptiden. Istallet for att forsoka bestamma den optimala l6sengrasen S”
approximera han den genom en exponentialfunktion sa som Omberg (1987). Fast Omberg
anvander inte sin approximativa lésengrans direkt vid véarderingen av en amerikansk
séljoption. (Den sista meningen ar inte helt korrekt. For sjalvklart &r en del av
varderingsproblemet att bestimma om man ska utnyttja optionen direkt eller inte. Men
Omberg anvander inte exponentialfunktionen i sin analytiska approximationsformel.)

Fordelen med att approximera I6sengransen med en exponentialfunktion pa formen B exp(bt)
ar att det da finns en primitiv funktion till integralen for 16senpremien.

I den nedanstaende framstallningen antas aktien inte ge nagon utdelning. Om aktien antages
ge en kontinuerlig utdelning finns ocksa analytiska losningar till varderingsproblemet givet att
I6sengréasen approximeras med en exponentialfunktion.

Ju borjar med att skriva om riskpremien E(S,S",t), dar Soch S™ &r vid tidpunkten t, sa att
T
E(S,S"t) =K(l-e ")~ K [re ™N(dy(S,S",5))ds,
t

In(x/y) +(r —c?/2)t
ot

n stycken lika langa delintervall och approximerar losengransen S” i varje delintervall med en

exponentialfunktion p& formen Bexp(bt) . Integralen i E(S,S",t) divideras med K ger d

I6sningen, i ett delintervall,

dar 7 =T —t och d,(x,y,t) = . Dérefter delar han in intervallet [t,T] i

I(t,,t,,S,B,b,r)=e"N zl\/ﬁ+z—2 —e™N zl\/g+z—2 +
Y e

1 Z 2,(23-2) Z, _ Z,
2(23 +1je {N[zy/t2 +\/EJ N(zy/t1 +\/ED+
1 Zl _ —25(23+17) + 22 _ + _ ZZ
2(23 1}9 [N(Zs . \/EJ N[ZS : \/EB
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_h_ 2
dar 2, =29 19 b-(o /2), ZZ:_In(S/B) och z,=./z/ +2r.

o o

Om losengréansen endast approximeras med en funktion B,,e™" erhalls vardet for en
amerikansk séljoption genom

P (S.1) = p(S,t)+ K@-e "™y —KI(,T,S,B,,b,,r), S>B,e™
B K-S, S < B,e".
FOr att bestimma parametrarna B;; och b, dar j ar antalet delintervall och i ar vilket av

delintervallen raknat fran T, i exponentialfunktionerna anvander sig Ju av att foljande tva
likheter galler vid I6sengrénsen

K _bjiebji(T—t)i/j — P| (Bjiebii(T—t)i/j , |(T —t)/ J)
och
»

oS’

dar P, ar formeln for en amerikansk séljoption dar l6sengransen approximerats med i stycken

exponentialfunktioner. (For en diskussion om det andra villkoret se Wilmott m. fl. (1995).)

Givet ett fixt j maste man borja med i =1 och arbeta sig bakat till i = j. Da de féregaende
vardena for B;; och b, dar i =1,.....k -1, behdvs for att bestamma B, och b, . Ju foreslar
att man anvander sig av den 2-dimesionella Newton-Raphson metoden for att bestamma de
olika B:na och b:na. Som startvarden for Newton-Raphsons metod foreslar han att man tar

MacMillans (1986) approximation som B,, och sétter b,, = 0. Som startvarden vid
berakningen B,, och b,, tar han B,, och b, och sa vidare for de andra parametrarna. Om
MacMillans (1986) approximation av B,, & mindre &n 5% av S; = K varde, anser han att det

inte &r nagon direkt idé att approximera S™ med exponentialfunktioner. Utan det gér lika bra
att approximera S~ med en stegvis konstant funktion.

Till sist forordar Ju att man ocksa ska anvanda Richardsons extrapolation vid
implementeringen for att minska antalet delintervall men anda fa en tillforlitlig I6sning. Om
tre punkters Richardsons extrapolation anvéndes berdknas véardet genom

P = 45P, —4P, +0,5P,,

dar P, ar vardet for en séljoption dar I6sengransen har approximeras med hjélp av i stycken
exponentialfunktioner.

Bunch och Johnson (2000)
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De foreslar tva andra stt att berakna/approximera den optimala losengransen S”, for att
kunna berdkna integralen for I6senpremien i uppdelningen av vérdet for en amerikansk

séljoption. Forst beskriver de en annan iterativ teknik for att uppskatta S . Tekniken bygger
pa villkoret att den partiella derivatan av P med avseende pa Ioptiden, utraknad i punkten

S =S", ar lika med noll. Vilket ger att S™ méste uppfylla féljande ekvation
_ 2
S"=K exp(M_ go-\/;j ,
T

2
(o}

(2r /a)hIn(he “ W27 izs)y

1/2
dar z=T —t och g:i(Zln j ochigér h=K/S" och

;(L)z
a=1-—227"__ dar y=2r/c’.
1+—(1+47) vt

For att bestdmma vilket tecken som galler i g behéver man veta nollstéllet for g. Det finns ett
unikt 7, som gor att g =0, men det behdvs ocksa l6sas iterativt. For om 7 < 7, valjs den

positiva roten och det omvanda for r > 7, .

Istallet for att berdkna g iterativt foreslar de foljande approximation

g=(np2. )"
der’rla !

Vid implementeringen loser de den iterativa ekvationen for S™ med “safeguarded” Newtons
metod. Integralen for 16senpremien beraknar de pa tva satt. I det ena fallet med samma teknik
som H-S-Y beraknar integralen och sedan anvénder de sig av extrapolation éver antalet steg
som trappstegs intergranden gor. | det andra fallet berédknar de integralen av ett
programpaketet IMSL och de hanvisar till en rutin i paketet.

Approximation med optioner med slumpmissig loptid
Carr (1998)

Carrs teknik bygger pa att han utnyttjar exponentialfordelningens “minnesloshet”. Han antar
att optionens slutdag ar slumpméssig och att den bestdms av en Poissonprocess efter ett antal
forbestamda hopp. Poissonprocessen antas ocksa vara oberoende av den underliggande
prisprocessen. Antag forst att optionens slutdag ar efter ett hopp. Da ar loptiden
exponentialfordelad vilket leder till att da tiden forflyttas, givet att forsta inte har intraffat,
kommer optionen inte narmare slutdagen och lésenpriset ar darfor fixt sa optionens lésengrans
blir ocksa tidsoberoende, alltsa konstant.

Summan av exponentialférdelade stokastiska variabler ar gammaférdelade. Sa om T, &r tiden
for det n:te hoppet ar T, e I'(n, 1/ 4), ddr A &r intensiteten for Poissonprocessen. Da ar
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ET. =n/A och Var(T,)=n/A*. Viljs 158 att vantevardet for T_ ar lika med I6ptiden for den
amerikanska optionen, som man egentligen vilja bestamma vérdet for, fas villkoret
ET =T = A=n/T = VarT, =T?/n. Nar intensiteten okar i Poissonprocessen ¢kar antalet

hopp som processen gor och variansen minskar sa fordelningen koncentreras mer och mer
kring den ursprungliga optionens I6ptid.

Vid implementeringen av sin metod anvénder Carr sig av Richardson extrapolation. Han
harleder foljande N punkters Richardson extrapolation, dar den underliggande tillgangen inte
ger nagon utdelning

BY(s.1) =2—(n‘,?N f;‘)!ﬁ«T ~t)/n).

ﬁ((r —t)/n) &r vérdet for en amerikansk séljoption med n hopp med den forvantade

periodlangden (T-t)/n, for vilken det finns en analytisk 16sning. PN ar det approximativa
vardet for en amerikansk saljoption vid N punkters Richardson extrapolation. Den optimala
I6sengransen bestams relativt enkelt i det har fallet med en rekursiv metod. Losengransen far
ett trappliknade utseende for en amerikansk saljoption med slumpméssig 16ptid.

Simulering
Longstaff och Schwartz (2001)

1977 publicerade Boyle en artikel dar han beskrev hur Monte Carlo metoden kunde anvandas
for att berakna optionens varde. Men Monte Carlo metoden ansags vara en ineffektiv metod
for véardering av amerikanska optioner, dér det kan vara optimalt att utnyttja optionen fore
slutdagen. Langs varje bana som genereras maste vid de olika diskreta tidpunkterna berdaknas
om det ar optimalt att utnyttja optionen direkt eller inte. Metoden blir saledes valdigt
berdkningsintensiv.

Under 90-talet har ett antal artiklar publicerats som behandlar Monte Carlo metoden eller
simulering. Dessa artiklar behandlar inte i forsta hand amerikanska optioner utstallda pa en
aktie. Utan tar upp fall d&r den underliggande prisprocessen drivs/bestams av fler faktorer &n
en for exempelvis en amerikansk option av det maximala vardet av sag fem aktier eller da
avkastningskurvan modelleras med hjélp av flera faktorer. | dessa fall blir ocksa binomial och
finite differensteknikerna valdigt berakningsintensiva och Monte Carlo metoden blir ett
gangbart alternativ. For en genomgang av Monte Carlo metoder for tillgangsprissattning se
Boyle, Broadie och Glasserman (1997).

Till Longstaffs och Schwartz artikel, som borjar med antagandet att optionen endast gar att
utnyttja vid n stycken tillfallen t =t, <t, <....<t, =T . Vid varje tidpunkt t, maste
innehavaren bestdmma om han ska utnyttja optionen direkt eller halla optionen vid liv. Ett av
problemen vid simulering &r att bestimma den optimala ldsenpolicyn for en
vinstmaximerande investerare och dar ligger det originella i deras artikel.
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Lat (Q,F,P) vara ett fullstandigt sannolikhetsrum och {&F;: 0<t <T }4r en filtrering med
avseende pa prisprocessen. Q ar martingalemattet (se Bjork) och de betraktar endast
utbetalningsfunktioner som ligger i L>. C(w,s ; t,,T) betecknar det optimala kassaflodet

generat av optionen langs banan @, betingat av att optionen inte har blivit utnyttjad fore eller
vid tidpunkten t; .

Vid tidpunkten t; ar kassaflodet kant for direkt utnyttjande av optionen, men inte kassaflodet
for att fortsatta att inneha optionsratten. Arbitragefri vardering ger att vardet vid t, for de
framtida kassaflodena. Vilket ges av uttrycket nedan

n Ly

F(o,t,)=Eq Zexp(—jr(a),s)ds)C(co,tj it ,T) ‘ Ft, }
j=i+l t;

dar r(w,s) &r den riskfria rantan. D utbetalningsfunktionen antogs vara ett element fran L

foljer att F(w,t,) ar detsamma. L2 &r ett Hilbertrum och har en uppréknerlig orthonormal bas.

Sa de valjer forst M stycken basfunktioner och approximerar F(w,t;) med hjélp av dessa.

Approximationen betecknas IfM (@,t;) och den bestams genom att projektera de diskonterade
vérdena C(w,s ; t;,T) for de banorna som optionen &r ”in-the-money™* vid t. pa bas
funktionerna med minsta kvadrat metoden. Da antalet banor N gar mot oandlighet konvergerar
Fy (@,t) > F, (o,t,) i L% dér F, (o,t,) ar projektionen av F(w,t,) p& de M stycken bas
funktionerna.

Nér det betingade véntevardet ar bestamt/estimerat for tidpunkten t, gar det att bestamma om
det ar optimalt att utnyttja en option vid t;. Om K-S, > IfM (w,t;) loses optionen direkt.

Den optimala losenpolicyn gar att losa rekursivt for varje bana med hjélp av de estimerade
betingade vantevardena. VVardet for optionen berdknas sedan genom att man bérjar vid
tidpunkten t och foljer sedan varje bana fram tills man nar en optimal lésentidpunkt.
Optionens varde vid den optimala I6sentidpunkten tas och diskonteras till tidpunkten t.
Slutligen berdknas medelvérdet av alla de simulerade banorna och optionens varde antas vara
lika med medelvérdet.

Clément m. fl. (2001) analyserar Longstaff och Schwartz algoritm. De visar att algoritmen
konvergerar mot det korrekta vardet. | samma artikel analyserar de ocksa
konvergenshastigheten. De beskriver ocksa fordelningen for den asymptotiska normaliserade
felet for algoritmen.

Tsitsiklis m. fl. (2000) har i en artikel foreslagit att minsta kvadratmetodregression for
simuleringen gors pa ett annat satt.

Valuing American Put Options Using Gaussian Quadrature av Sullivan (2000)

* En saljoption &r in-the-money d& S<K och det omvénda for en képoption.
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Sullivan anvander sig av samma underliggande modell som B-S och att aktien inte ger nagon
utdelning under I6ptiden. Han gor standardantagande for numerisk vérdering av amerikanska
optioner det vill saga att optionen endast kan utnyttjas vid n stycken tillfallen t;

t=t, <....<t, =Tocht, -t =A.Priset for optionen ges av

2
dar z ~ N((r —%]A, \/XO'J, JAc &r standardavvikelsen, och P(S,T)=max(K -S;, 0).

Anledningen till formelns utseende ér att vid tidpunkten t, kan optionen utnyttjas och da far
man beloppet K —S, eller sa véljer investeraren att halla optionen vid liv och da intréffar
nasta méjlighet till 16sen vid t;,, vars varde/kassaflode &r P(Se”,t;,,). Vérdet vid tidpunkten
t, av vardet/kassaflodet fran tidpunkten t;,, ar lika med det riskneutrala vantevardet
diskonterat till t; (se exempelvis Bjork) vilket ger uttrycket. Aktien har fordelningen S, e* vid
t,., . Detta foljer av att

2
S¢ =Sy, exp([r —%](t' —t5) +o(W, W, )J dar W ar en brownsk rorelse,

16ser SDE:n

dér s &r en konstant och t; <t'.

S

{dst, =S, dt’ + 05, dW,
=S

to

2

Losningen fas genom att definiera S, =S, exp(( g ](t' —t5) +o(W, W, )J och sedan

r —_
2
derivering med avseende pa t’' en gang och W tva ganger, vilket ger
2 2
@z r_o-_ St” ﬁ:(jst,’ asz=(728t,
ot’ 2 oW oW

sa Ito’s formel ger (se Bjork sid. 38 eller @ksendal sid. 44) att

2 2
ds, = (r —“—]St, +05,dW, +Z-S,dt’ = rS,dt’ + oS, dW, .
2 2

Da W, —W, &r normalfordelad med vantevardet 0 och standardavvikelsen Jt—s dar s<t.
Sé givetatt S, &r kénd foljer att S, har den péastadda férdelningen. Att z har véantevardet
(r —(c®12))A kommer av att vantevardet for aktiekursen ska tas med avseende pa
martingaleméttet. S, ar som tidigare den optimala Iésengrénsen, som ges av
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S; —K =P(S",t) ochom S <S” l6ses optionen direkt. Fér S, > S, ges P(S,t;) vérde av
e “E(P(Se’,t,,,)) sa

ISy, /) o
P(S,t)=e" j(K —Se’)f(z)dz+e ™ IP(SeZ,ti+1)f (2)dz:=U(S,t;)+V(S,t,)
- In(Sg,, /S)

dar f(z) ar tétheten for N((r — (62 /2))A, o+/A).Om S, <S, , loses optionen direkt vid
t.., och utbetalningsfunktionen K —Se* ger optionens varde. Annars halls optionen vid liv
och optionens varde ges da av funktionen P(Se’,t,,,). Integralen U (S,t;) har en analytisk

I6sning. Satt Se? = Se™ YA dar h:= (r — (c2/2)) och Y ~ N(0,1) och den 6vre
integrationsgransen dr (Obs S =S, och antas vara kand.)

SehA+Oy0\/Z — S* _ |n(S:+1 /S) - hA

=
ti+l yO G\/Z
sa
Y, Y,
US.t)=e™ [Kpm)dw-e™ [se™ " p(w)dw=A+B
_ 1.7
och p(W) =——e ?
2r
vilket ger
A=e"KN(y,)
och

SehA Y, ay«/X—EWZ
- e

2 dw=e"N(y, + oA
J2r ) (Yo )

A och B tillsammans ger att U (S,t;) = Ke ™™ N(d,(S,S; ))—SN(d,(S,S; )) dar

erAB —

0, (xy) Z(In(x/y)—(r—”;)A

S~ ] och  d,(x,y) =d,(X y)+oVA

N( ) &r fordelningsfunktionen for N(0,1).

For berakningen av integralen V (S,t;) anvander Sullivan sig av numerisk integration och

funktionsapproximation. Intergranden i V (S,t,) &r en produkt av funktionen P(Se’,t, ) sai
likhet med manga av de ovanstaende teknikerna erhalls ett rekursivt problem.
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Vid t, , har optionen en period kvar och &r da en europeisk option, enligt antagande. Vardet
P(S,t, ;) de kan bestammas med B-S formel. Den optimala I6senkursen
K-S, =P(S; ,.t,,) bestims med ndgon fixpunktsmetod. Valjs Newton-Raphsons metod

blir S, =S, —%, dar p’(S,) aroptionens deltavéarde och S, konvergerar mot St:_l.
n-1

Detta varde behdvs for att kunna rakna ut P(S,t, ,), som & summan av integralerna
U(S,t,,) och V(S,t,_,). For att fa fram vardet av V (S,t,_,) behdvs ndgon numerisk metod
begagnas. Sullivan anvénder sig av Gauss — Legendre quadraturemetoden. Han bdrjar med att
trunkera integrationsgranserna till [, ] dér o = max[In(S; /S), (r—(c*/2))A —60/A]
och B=[(r-(c?/2)A+ 60\/Z] . Da aktiekursen ar lagre an o ar sannolikheten for l16sen

vid nésta mojliga tillfalle stor och intervallet + 6c+/A innehaller nastan hela
sannolikhetsmassan.

Gauss — Legendre quadratureintegration ges av
1 q
[fOgdx~ > w f(x) (*)
-1 i=1

dar w; ar vikten for f i punkten x;. Dessa valjs sa att det blir likhet i (*) for ett polynom av
grad 2g-1. Burden — Fairs, (sidan 207), bevisar foljande sats.

Antag att xi,....... , X, ar rotter till Legendre polynomet L, och for varje i =1,....,q ar talen w,
definierade genom

Om L &r ett polynom av grad mindre &n 2q, da ar
1 g
j L(x)dx = > w,L(x;)
-1 i=n

och Legendre polynomen ges av féljande rekursiva formel

(n+1)L,,,(x)-(2n+xL,(x)+nL,,(x)=0
med L,(x)=1 och L,(x)=x.

Rdtterna och viktfaktorerna till Legendre polynomen finns tabulerade i Abramowitz och
Stegun (1964) for ett antal q:n.

Att integrationsintervallet bara stracker sig 6ver [-1,1] &r ingen begransning for det finns alltid
en bijektiv avbildning av ett godtyckligt intervall [a,b] till [-1,1]. Vilken ges av
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‘= (b—a)t+b+a
2

bjf (X)dx = b2 ljf ((oadbea hyy
a -1

V(S,t, ,) approximeras med

q
V(S.t,,)=e"> P(Se" t,,)f(z)w,
i=1
dar w, ar viktfaktorn och z, ar det transformerade nollstéllet for Legendre polynomet till
intervallet [e, £], samt P( ,t, ) ar vardet fOr en europeisk option. St’; , bestams genom
nagon numerisk fixpunktsmetod, som behdvs vid utrakningen av P(S,t, ;) (Newton-
Raphsons metod gdr inte att anvanda for g' &r ej kant). For att bestamma vardet pa V (S,t, ,)

kravs att dubbel integral berdknas. Det ger att q + g° stycken utrakningar behdvs goras for att
berdkna V (S,t,_;) . For

V(S.t, ) = e_mzq: P(Se” L) F(z)w, = e_mzq:(u (Se” tha) +V (Se” ) F(z)w; .

i=1 i=1

Dér V (Se”,t, ,) ges av uttrycket ovan, sa V (S,t, ;) approximeras med hjalp av en enkel
summa och en dubbel summa och integrationsintervallet ar fran

a=max[In(S;  /S), (r—(c?/2)A-60Altill B=[(r—(c?/2)A+60A]

Det numeriskt rekursiva berédkningsproblemet av V (S, ) vaxer exponentiellt. For att komma
runt det problemet forslar Sullivan att V (S, ) approximeras med Chebyshev polynom. For
varje t, behdvs hogst en enkel och en dubbel summa beraknas. Dessa polynom &r en familj av
ortogonala polynom definierade genom T, (x) = cos( j - arccos(x)) , dar jeN och -1<x<1.
Rekursivt kan de skrivas som T, = 2xT (x) =T, (x) med T;(x) =1 och T,(x) = x. Av alla

polynom av grad n-1 ar Chebyshev polynomen de som approximerar x", -1<x<1, bast med
avseende pa normen max |x(t)| pa C[-1,1], se Kreyszig kap 6.4.

Polynomets koefficienter bestammer Sullivan pa foljande vis. Han véljer forst ett andligt
intervall [a,b] d&r h(S) =V (S,t) ska approximeras. Berédknar sedan h(S) i p punkter, vilka &r

omskalade fran intervallet [-1,1] till [a,b] genom y = (x(b—a) +a+b)/2. Darefter l6ses
ekvationssystemet

Colo (X)) +C T (X)) + e +¢,4T,,(x;)=h(y;)

forj=1,2,....,p. Systemet som har en losning for de olika funktionerna T, dr linjart

oberoende. h(S) approximeras sedan genom att forst skala om S till intervallet [-1,1] med
x=(2S —(a+b))/(b—a) och
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h(S)=§CjTJ-(X).

For att reducera det procentuella felet for approximationen foreslar Sullivan att log
optionspriser och log aktiekurser anvéndes vid approximationen istallet. Det optimala

l6senpriset S™ ar intervallets nedre grans och som 6vre grans valjs S' sé att P(S',t) =0,005. |
log fallet &r integrationsintervallet istallet [InS™,In S']. Punkterna x; valjs som nollstallen till
polynomet T (x). Vilkagesav x; =cos((2j -1~ /2p) j=12,...,p, for

T,(x;) =cos(p-arccos(x;)) = cos((2j—1)z/2) =0. Det valet av punkter ger det minsta
mdojliga maximala approximationsfelet, se Burden — Fairs (1993, sid. 463-464) som bevisar
detta. Konvertera dessa nollstéllen till intervallet [InS™,InS'] genom den linjara
transformationen y; = (x;(b—a)+a+b)/2. For dessa p stycken varden beréknas

optionsvérdena med hjélp av Gauss — Legendre quadrature och darefter koefficienterna for
polynomet dar h(y;) =InP(y;,).

Med den héar approximationstekniken behovs bara en dubbelsumma beréknas vilken ges av

PS.t)=U(S.t)+e ™Y S exp(e, T, () f 2w

i=1 j=0
dar x, ar omskalningen av InS + z; fran intervallet [InS™,InS'] till [-1,1] och z, och w; &r

integrationsnoden och dess vikt. Uttrycket ovan anvands sedan rekursivt for att bestdmma
tidpunkten t:s pris. Notera att koefficienterna i dubbelsumman kommer att vara olika vid varje
steg.

Implementering av metoden

Steg 1: Vid tidpunkten t, ,, da optionen ar europeisk enligt antagandet, bestdm den optimala
l6sengransen K —S; = p(S, ,t,,).

Steg 2: Vid tidpunkten t,_,. Forst bestams den optimala I6sengrénsen

K-S, =P(S,.t,,)=U(S,  .t,,)+V(S .t ,), darV(S,t, _,) beraknas med Gauss -
Legendre quadraturemetoden och den g stycken noderna véljs i intervallet [«, S] déar
a=max[In(S; /S), (r—(c?/2))A-6c+A] och g =[(r - (o2 /2))A + 60 A]. Darefter
bestdms St'n_z som ar losningen till ekvationen P(St'n_z ,t.,) =0,005. De p stycken nollstéllen
X; , for Chebyshev polynomet T ,, transformera sedan om till intervallet [In St:,z , In SQH]
med funktionen y; = (x;(InS; —InS, )+InS_ +InS, )/2.pstycken optionsvarden
P(y;.t,,) berdknas. Koefficienterna c; bestam for polynomapproximationen, sa

p-1
INP(y t,,)=> ¢;T;(x).
-0
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Steg 3: S, . och S, bestams med approximationen

q p-1
P(S.t,5) =U(S,t, ) +e ™™ > > exp(cT;(x)) f (z;)w, , dér f &r tétheten for

i=1 j=0

normalfordelningen med véntevarde (r — (o /2))A och variansen ¢°A, z, och w; ar
noderna respektive vikterna for den numeriska integrationsmetoden fran intervallet

a =max[In(S; /8), (r—(c?/2))A- 6aJA] till B=[(r—(c?/2))A+60+A] och X; ar
omskalning av In(S) + z; fran [In St:,z, In SQH] till [-1,1]. Koefficienterna c; framfor T,
kommer fran féregaende steg. Darefter transformeras de p stycken nollstallena x ; for
polynomet T, till intervallet [In St’;_a, In St'n_3]. De nya koefficienterna c; beraknas for
polynomapproximationen av InP(...,t, ;).

Steg 4: Foregaende steg upprepas till och med tidpunkten t,, men vid varje steg raknas tiden
bak ett steg.

q p-1
Steg 5: P(S,t,) =U(S,t,)+e™ > > exp(c;T;(x)) f (z,)w, beraknas dar de olika

i=1 j=0
komponenterna i summan har motsvarande innebord for tidpunkten t som i steg 3. Om
P(S,t) > K — S sa ar vardet for optionen lika med det beraknade vardet. Annars ar optionens

varde lika med K —S och den ska l6sas direkt.

Anmarkningar: Sullivans tester ger for p>8 att polynomapproximationen ger betydande
extrapolationsfel, sa han anvander p =8 genomgaende i sina redovisade berakningar. Da

antalet I6sentillfallen 6kar behovs antalet noder i den numeriska integrations metoden ocksa
okas. Annars kan det berdknade vardet minska, givet allt annat fixt, da antalet losentillfallen
okar. Vilket ar en motsagelse till att optionen ska bli mer véardefull da antalet I6sentillfallen
Okar.

For att snabba upp berdkningarna anvéander Sullivan sig av Richardsons extrapolation. Han
foreslar att man begagnar Omberg (1987-b) metod. Det vill saga, losentidpunkt for de olika
I6sningarna valjs fran en geometrisk serie. Da ar man garanterad en monoton konvergens
underifran mot det korrekta vardet och Richardsons extrapolation ar effektivast da. Vid
jamfdrelse med andra metoder anvander Sullivan féljande foljd av 16senmdjligheter
n=13927.

JAMFORELSE AV OLIKA METODER

Generellt kan man séga att de senare publicerade metoderna &r battre an de tidigare med
avseende pa snabbhet eller exakthet. Det &r inte sa konstig i sig. For att berattiga publicering
av en ny numerisk metod anser jag att den ska vara battre an foregangarna eller belysa
problemet pa ett nytt stt.

Geske och Shastri (1985) undersdker binomialmodellen och de fyra ovan namnda
differensapproximationerna med avseende pa berakningseffektivitet och exakthet. Resultatet
de kommer fram till &r att det ar kostnadseffektivt ( dar kostnad = (CPU time + (0:007)1/0))
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att anvanda binomialmodellen om nagra fa optioner varderas. Bland de fyra
differensapproximationerna ar den explicita metoden pa den transformerade ekvationen med y
= logsS effektivast. Om aktien ger utdelning eller det ar fraga om séljoptioner gar gransen dar
differensmetoden blir kostnadseffektivare an binomialmetoden ungefér vid tio optioner.
Medan det i kdpoptionsfallen, dar aktien inte ger nagon utdelning, gar gransen da
differensapproximationen blir effektivast vid 300 optioner. Jag tycker det &r intressant att
Wilmott m. fl. argumenterar for att den implicita metoden generellt &r ndstan lika snabb som
explicita metoden om den &r ratt implementerad. Men med den implicita metoden gar det att
ta langre tidssteg vilket leder till att den vanligtvis ar mer effektiv. Jag uppfattar ocksa att de
rekommenderar Crank-Nicolsons metod som har konvergenshasigheten O(5t%) i tidssteget mot
O(6t) for explicita och implicita metoden. Men de redovisar ingen jamforelse mellan de olika
teknikerna.

Broadie och Detemple (1996) gor i sin artikel ocksa en stor jamforelse mellan olika metoder.
De metoder som undersoks ar C-R-R:s binomial modellen, en trinomial metod, MacMillans
approximationsteknik, tva punkters Geske och Johnson teknik, den modifierade tekniken av
Bunch och Johnson, Breens accelererade binomial metod, Kims integral metod, deras egna tva
metoder, BBS binomial med Black och Scholes modifikation och BBS med Richardson
extrapolation.

Broadie och Detemple undersoker de uppraknade metoderna med avseende pa snabbhet och
exakthet. Som underlag anvander de sig av ndarmare 2 500 olika képoptioner dar optionernas
parametrar har bestamts slumpmaéssigt. VVolatilitetsparametrarna ar dragna fran en likformig
fordelning mellan 0,1 till 0,6. Léptiden dras med sannolikhet 0,75 fran en likformig fordelning
mellan 0,1 till 1 &r och med sannolikhet 0,25 fran en likformig fordelning mellan 1 till 5 ar.
Losenpriset halls kontant till 100 for alla optionerna och de initiala aktiekurserna dras
likformigt mellan 70 och 130. Anledningen till det &r att det relativa felet ej &ndras om S och
K skalas om med samma faktor. Utdelningen dras likformigt mellan O till 0,1. Notera att de
antar en kontinuerlig utdelning. Rantan dras pa samma satt med sannolikhet 0,8 mellan 0 och
0,1 och med sannolikhet 0,2 lika med 0.

Da binomialmodellen konvergerar till det ratta vardet for en amerikansk option, utgar de i sin
analys fran att det korrekta vardet for optionen ar det som en binomial modell ger med 15 000
perioder.

Som matt pa de olika metodernas prissattningsfel tar de

2 *
RMS = = ) dar C, ar det antagna korrekta vardet och C, metodens

uppskattade varde. Det relativa felet ej & meningsfullt da C, ar nara noll. De undersoker bara

optioner vars vérde ar storre &n 0,5. Av de 2 500 optionerna ar det 2 271 som uppfyller det
kriteriet. Antalet optionsvérden beréknade per sekund anvander de som matt pa
berdkningssnabbheten fér metoden.
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Kalla: Broadie m. fl. (1996).

Viktigt att notera &r att de forst drog ett urval av 2 500 optionsparametrar for att kalibrera A,
och 4, isina metoder. Darefter drog de ett nytt urval och jamforde de olika metoderna. Vad

som inte framgar av figuren ovan ar att for optioner med I6ptid éver 1 ar &r binomialmetoden
battre an trinomialmetoden for de undersokta optionerna. De testade ocksa en metod som

forsoker att fanga upp fenomenet, att binomialmetoden oscillerar kring det korrekta vérdet nar
antalet perioder okar. Tekniken bygger pa att man tar genomsnittet av tva varden dar det ena
vardet kommer fran en optionsvérdering med n perioder och det andra vardet kommer fran en
vardering med n+1 perioder. Resultatet redovisar de inte men uppger att tekniken inte medfor
nagon forbattring jamfort med binomialmodellen.

En jamforelse mellan olika binomial modeller gor Leisen och Reimer (1996). De redovisar
féljande resultat for en amerikansk saljoption dar den underliggande aktien har vardena
§=100,r=0,07, 0 =03, T-t=0,5 ar och n = 25.

46

Ldsenpris C-R-R J-R Tian CP PP1 PP2 Vérkligt V.
80 1,01842 1,03864 0,98396 1,04231 1,04264 1,04317 1,037

90 3,1680 3,12447 3,14640 3,11786 3,12832 3,12928 3,123

100 7,10823 7,10415 7,08701 7,00982 7,02858 7,02981 7,035

110 13,00108 13,01511 12,98978 12,90304 12,93136 12,93253 12,955

120 20,73344 20,74479 20,73566 20,65254 20,67576 20,67649 20,717

Det varkliga vardet ar det som fas av C-R-R modell med 15 000 steg. J-R &r Jarrow och

Rudds modell, i CP ar justeringsfunktionen Camp-Paulson invers, i PP1 och PP2 &r

justeringsfunktionerna Peizer-Pratt metod 1 respektive metod 2.

Ju (11998 ) drar ocksa ett urval av parametrar for 1250 slumpmaéssiga amerikanska

séljoptioner. For alla dessa ar l16senpriset 100 och de andra parametrarna dras likformigt
mellan 70 till 130 for aktiekursen, o mellan 0,1 till 0,6, I6ptiden mellan 0 till 3 ar, rantan och

Kalla: Leisen och Reimer (1996).
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utdelningen mellan 0 till 0,1. Metoderna som han jamfor ar hans tvapunkters, trepunkters och
fyrapunkters exponentialfunktionsmetod (EXP2, EXP3, EXP4), 800 perioders binomialmodel
(BT800), tvapunkters modifierad Geske-Johnson metod av Bunch och Johnson (1992)
(MGJ2), fyrapunkters och sexpunkters rekursiv metod av H-S-Y (1996) (HSY4, HSY6),
fyrapunkters och sexpunkters slumpmaéssig loptidsmetod av Carr (1997) (RAN4, RANG),
Broadie och Detemple (1996) LUBA metod, samt deras modifierade binomialmodel med
Black och Scholes dar N = 25 och N =50 (BBSR25, BBSR50). Alla metoderna férutom
LUBA &r implementerade med hjalp av Richardsons extrapolation. Det korrekta vardet
antages vara det som ges av binomial modellen med 10 000 perioder.

BT800 MGJ2 HSY4 HSY6 LUBA  RAN4 RANG6 BBSR25 BBSR50 EXP2 EXP3 EXP4

RMSE 0,0017 0,1255 0,382 0,0147  0,0016 0,0101 0,0036  0,0054 0,0022 0,115 0,0017  0,0004
MAE 0,0097 14775 03329 01390 0,0190 0,0527 0,0179  0,1037 0,0499 0,0613  0,0096  0,0027
AE>0,01 0,0000 0,4432 05144 0,2816 0,0120 0,3928 0,1032 0,1072 0,0136 0,3672  0,0000 0,0000
AE>99% 0,0071 09108 0,2217 0,0981 0,0108 0,0436 0,0152 0,0356 0,0136 0,0530 0,0076  0,0022
RMSRE 0,0148 05382 03204 0,0844 0,0102 0,0972 0,0308 0,0428 0,0170 0,0746  0,0142  0,0054
MARE 0,1430 55587 48770 1,1333 0,1871 1,0465 0,2546  0,6530 0,3243 0,5612  0,1483  0,0742
ARE>99% 0,0762 3,6483 2,2173 0,4854 0,0549 0,6406 0,1677 0,3514 0,1293 0,4135 0,0883  0,0401

CPU(sec) 588,75 4,83 2,29 6,25 4,34 3,62 5,42 5,35 15,33 2,35 4,53 8,33

Kaélla: Ju (1998).

Av ovanstaende reslutat rekommenderar Ju att man anvander nagon av tre metoderna EXP3,
LUBA eller RANG. For de ar snabba och tillforlitliga med avseende pa hur néra de &r det
"korrekta” vardet. Han tycker ocksa att BBSR metoderna &r bra nar exakt tillforlitlighet inte
kravs, for de ar snabba, ganska tillforlitliga och l&tta att implementera. Anledningen till att
EXP metoderna &r sa tillforlitliga ar att redan de oextrapolerade vérdena ligger mycket
narmare det "korrekta” vardena an de andra metodernas oextrapolerade vérden (se nedan, obs
kolumn 8 har fel rubrik ska vara HSY-P6). Exempelvis & EXP-P1 nésta lika tillforlitlig som
HSY6. Ju jamfor ocksa hur bra de olika metoderna beraknar deltavéardet. BT800, EXP3,
LUBA och RANG star sig ocksa bra har. De &r snabba och tillforlitliga, men RMSE vardet for
LUBA ér tio ganger hogre an det for EXP6 och RANG.

(S.8) TRUE  EXPP1 EXPP2 EXPP3 HSYP2 HSYP4 HSYP6 RANP3 RANP4 RANP6
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(80, 0,12) 25,6577 25,6404 25,6543 25,6564 25,3230 25,5499 25,6087 24,9528 25,2663 25,3867
(90, 0,12) 20,0832 20,0679 20,0805 20,0821 19,8723 20,0010 20,0429 18,9587 19,4841 19,6752
(100, 0,12) 15,4981 15,4867 15,4964 15,4976 15,3623 15,4412 15,4688 14,1383 14,7863 15,0161
(110, 0,12) 11,8032 11,7949 11,8017 11,8026 11,7170 11,7655 11,7827 10,5027 11,1097 11,3309
(120, 0,12) 8,8856  8,8799 8,8844 8,8850 8,8324 8,8612 8,8718 7,8534 8,3163 8,4930
(80, 0,08) 22,2050 22,1650 22,1916 22,1983 21,5703 22,2163 22,2967 21,7577 21,9402 22,0170
(90, 0,08) 16,2071 16,1473 16,1882 16,1977 15,9365 16,2288 16,2538 15,3822 15,7510 15,8907
(100, 0,08) 11,7037 11,6417 11,6840 11,6938 11,5394 11,6880 11,7147 10,6768 11,1544 11,3263
(110, 0,08) 8,3671  8,3122 8,3488 8,3574 8,2370 8,3353 8,3623 7,3980 7,8407 8,0038
(120, 0,08) 59299  5,8857 5,9142 5,9214 5,8224 5,8971 5,9192 5,1787 5,5070 5,6342
(80, 0,04) 20,3500 20,3379 20,3447 20,3469 18,8206 20,1777 20,4122 20,1814 20,2493 20,2787
(90, 0,04) 13,4968 13,4459 13,4781 13,4866 13,1947 13,7667 13,7612 12,9199 13,1819 13,2803
(100, 0,04) 8,9438  8,8747 8,9197 8,9308 8,9527 9,1426 9,1053 8,1677 8,5315 8,6617
(110, 0,04) 59119  5,8435 5,8876 5,8985 5,9368 6,0075 5,9956 5,1826 5,5153 5,6381
(120, 0,04) 3,8975  3,8394 3,8761 3,8854 3,8829 3,9342 3,9389 3,3418 3,5822 3,6762
(80, 0,0) 20,0000 20,0000 20,0000 20,0000 16,6525 18,7463 19,2411 20,0000 20,0000 20,0000
(90, 0,0) 11,6974 11,6729 11,6878 11,6919 11,1602 12,0365 12,0819 11,3607 11,5205 11,5781
(100, 0,0) 6,9320  6,8832 6,9145 6,9225 7,1356 7,3556 7,2640 6,3889 6,6529 6,7441
(110, 0,0) 4,1550  4,1020 4,1362 4,1447 4,4050 4,4077 4,3392 3,6412 3,8815 3,9684
(120, 0,0) 2,5102  2,4646 2,4938 2,5010 2,6586 2,6376 2,6079 2,1269 2,2954 2,3607
RMSE 0,0437 0,0151 0,0081 0,8593 0,3260 0,2239 0,7883 0,4258 0,2923
Kélla: Ju (1998).
Sullivan (2000) redovisar foljande resultat for amerikanska saljoptioner.
Aktiekurs intervall Loptids intervall Volatilitetens intervall
S =[32, 52] M =10,10, 5,0] c =[0,10, 0,50]
RMSE RMS%E  Time RMSE RMS%E  Time RMSE RMS%E  Time
Finite diff.
n=256 0,0021 0,2790 0,19 0,0049 00942 26,48 0,0021  0,0963 28,06
n=512 0,0009 0,1160 0,36 0,0025 0,474 57,23 0,0017 0,069 62,23
n=1024 0,0004 0,0554 0,79 0,0013 00242 128,14  0,0008  0,0312 143,68
Binomial
n=150 0,0021 10,2354 4,78 0,0053  0,0972 4,67 0,0030 01053 4,89
n=300 0,0011 10,1161 11,98 0,0026 00472 11,98 0,0015 0,516 12,19
n=500 0,0006 0,0663 25,70 0,0015 0,275 25,98 0,0009  0,0302 2598
MacMil. 0,0133 10,7870  0,0076  0,0600  0,9374 0,58 0,0041  0,1666 0,64
LUBA 0,123 04932 1,60 0,0405 07281 1,42 0,0128 05795 1,54
LL 0,0028 10,0822 1,69 0,0094 01624 151 0,0027 01993 1,63
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Carr 0,0037 10,3313 6,43 0,0080 0,1609 14,78 0,0048 0,1893 14,99
HSY 0,0054 10,1882 0,07 0,0436 0,6851 2,95 0,0084 0,3598 2,96
Gaussian q.

n=128 0,0007 0,0332 1,04 0,0063 0,1020 210,86 0,0007 0,0380 203,00
n=1,2,3,4 0,0021 0,0704 0,37 0,0218 0,3402 9,98 0,001 0,561 10,33
n=1,3,9,27 0,0004 0,0093 0,65 0,0003 0,0052 66,49 0,0000 0,0028 65,91
4-dim. 0,0004 0,0196 0,0060 0,0007 0,0132 1,83 0,0004 0,0245 1,76

Kélla: Sullivan (2000).

Dér finite differensmetoden ar den som Hull och White (1990) beskriver, vilket ar en explicit
metod. De 6vriga &r beskrivna i texten ovan. | grundutférandet har han anvant parametrarna S
= 40, loptiden 0,3333, o = 0,3 och rantan r = 0,0488 uttryckt som kontinuerlig arsranta. Varje

angivet intervall har han delat in i 200 delintervall, med samma l&ngd, och beréknat optionens
varde i varje delintervalls startpunkt och slutpunkt. De évriga parametrarna har hallits
fixerade. Han har implementerat alla metoder med GAUSS. RMSE &r kvadratroten ur
medelvardet av kvadratfelen och RMS%E &r motsvarande for de procentuella felen. De
korrekta vérdena antages ges av binomialmodellen med 10 000 perioder. * indikerar att de
berdkningar for att kalibrera modelen inte har tagits med i tiden.

Berékningarna visar framfor allt att MacMillans metod &r snabb, men den &r bland de minst
tillforlitliga. Den explicita finite differensmetoden &r ocksa snabb da endast aktiekursen
andras. Nar loptiden eller volatiliteten blir den explicita finite differens bland de langsammast
metoderna. Men genomgaende ér finite differensmetoden tillforlitlig. Utmarkande for
Sullivans resultat ar att Carrs metod ar langsam jamfort med H-S-Y och Broadie-Detemples
metoder. Det resultatet 6verensstdmmer inte med Jus resultat.

For metoden med Gaussiansk kvadratur visar berdkningarna att den i forsta hand ar
tillforlitlig. Metoden ar ocksa snabb da endast aktiekursen endast. Men da volatiliteten andras
och de Ovriga parametrarna ar fixa ar inte metoden lika snabb som H-S-Y och Broadie-
Detemples metoder. Detsamma galler for I6ptiden, men Sullivans metod é&r tillforlitlig i bada
fallen.
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