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Sammanfattning/Abstract Sjoberg

Sammanfattning

I detta examensarbete studeras véirdering av callables. Detta dr en sirskild typ av obligationer
dar mojligheten finns for utstédllaren att vid ett antal bestdmda tidpunkter under 16ptiden 16sa
in obligationen i fortid. Tre olika modeller for den korta rantan; Hull och Whites modell,
Black, Derman och Toys modell samt Black och Karsinsikis modell har anpassats for
prissittning av callables. Modellerna har implementerats i Quantlab, en milj6 for kvantitativ
analys, dér prisséttning sker 1 realtid.

Abstract

This master’s thesis explores pricing of callables. These are special bonds that allow the issuer
at a number of certain times to buy back the bond. Three different models for the short-term
interest rate; Hull and Whites model, Black, Derman and Toys model as well as Black and
Karsinsikis model have been adjusted for pricing callables. The models have been
implemented in Quantlab, a program for quantitative analysis, and pricing is done according
to real-time data.
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Introduktionskapitel Sjoberg

1 Introduktionskapitel

Introduktionskapitlet syftar till att ge ldsaren en introduktion till denna rapport och det
utforda examensarbetet. Inledningsvis beskrivs bakgrunden for att skapa forstdelse for varfor
det dr av vikt att studera det valda dmnet. Ddrefter foljer en problembeskrivning som
oversiktligt beskriver de omrdden och problem som studerats. Examensarbetets syfte och de
avgrdnsningar som gjorts presenteras sedan. Kapitlet avslutas med ett avsnitt som behandlar
examensarbetets metod samt rapportens fortsatta disposition.

1.1 Bakgrund

Pa de finansiella marknaderna pagér en betydande handel med olika typer av rantederivat.
Dessa dr instrument som péd nagot sétt beror pa framtida rantenivéer. Under de tva senaste
decennierna har volymen av handel med dessa derivat 6kat mycket snabbt. Virdering av
dessa dr en viktig del for aktorer pa de finansiella marknaderna. Obligationer med mojlighet
till inldsen under obligationens 16ptid, s.k. callables, &r en typ av instrument som handlas pé
dessa marknader. Sérskilt populdra har den typ av callables som ger méjlighet till inlosen vid
ett antal fixa, 1 forvig bestdmda, tidpunkter kommit att bli. Prisséttning av dessa instrument &r
dérfor av stor vikt.

Algorithmica Research AB siljer mjukvara till aktorer pa de finansiella marknaderna och
deras produkter anvinds som stdd for kvantitativ analys och handel pa olika rdntemarknader.
Foretaget ser ett behov av att kunna erbjuda sina kunder mdjlighet att vérdera olika typer av
ranteinstrument, déribland callables. I nuldget finns mojlighet for anvindaren att genom egna
implementeringar anvinda modeller i den miljé som Algorithmicas mjukvara ger. Foretaget
vill dock i framtiden lata fardiga implementeringar av olika modeller, for vardering av olika
typer av instrument, ingd som en del i deras produkter.

Under de senaste 15 dren har en méngd olika modeller f6r den s.k. korta rdntan konstruerats
och presenterats. Tre av de mest anvinda och populdra modellerna &r Hull och Whites modell,
Black, Derman och Toys modell samt Black och Karsinskis modell. Samtliga dessa modeller
kan anvéndas for modellering av den korta rdntan och lampar sig sérskilt for representation i
riantetrad.

1.2 Problemformulering

De modeller som studeras 1 detta examensarbete tillhor inte de allra mest avancerade men for
att kunna vidareutveckla och implementera dem pa ett effektivt sitt krivs forstaelse for
bakomliggande teori samt kunskap om hur modellerna fungerar 1 deras ”grundutférande”.

For att kunna anvinda modellerna for virdering av callables méste en anpassning goras. Vid
representation av modellerna i rantetrdd maste deras flexibilitet utdkas.

Implementering av modellerna utgor den storsta delen av arbetet vid anvindning av
rantemodeller. Det dr av stor vikt att modellerna kan anvindas i en lamplig miljé samt att
anvindaren kan styra de ingdende parametrarna och de data som modellen baserar sig pa.
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1.3 9Syfte

Syftet med detta examensarbete dr att komma fram till hur tre modeller f6r den korta riantan
kan anpassas for att kunna anvindas vid vérdering av callables. Avsikten dr vidare att
praktiskt implementera modellerna i Algorithmicas programmeringsmiljé Quantlab dir
vérdering ska kunna ske i realtid.

1.4 Avgransningar

I implementeringsfasen av detta examensarbete kommer inte kalibreringar att utforas. Denna
process kommer dock att beskrivas och forslag pd hur den ska ske kommer att presenteras.

1.5 Metod och rapportdisposition

Arbetet med detta examensarbete kan 1 grova drag delas in 1 tre delar. Den forsta delen bestar
av teoristudier, den andra av modellanpassning och den tredje delen av implementering av
modellerna. Detta motsvarar ocksa den kronologiska ordning enligt vilken examensarbetet
fortskridit. Pa detta sétt dr ocksd den fortsatta rapporten upplagd, forst foljer ett avsnitt dér den
grundldggande teorin presenteras. Sedan presenteras de modellanpassningar som gjorts och
dérefter redovisas hur implementeringen skett och resultatet av denna. Rapporten avslutas
med ett kapitel med slutord och rekommendationer for fortsatta studier.

Sida 10



Teori Sjoberg

2 Teori

1 detta kapitel beskrivs de viktigaste delarna av den teori som examensarbetet grundar sig pd.
Viss forkunskap krdvs, men forhoppningen dr att kapitlet ska vara tillréckligt for att ge
ldsaren den kunskap som dr nodvdndig for att kunna fd en god forstaelse for det genomforda
arbetet.

2.1 Inledande moddlteori

De allra enklaste modellerna for virdering av réntederivat baseras pa att rdntorna ér
lognormalfordelade. Derivaten vérderas sedan med modeller som baseras pa Black och
Scholes antaganden. En av de mest populdra modellerna av denna typ dr Blacks modell som
ar en generalisering av Black och Scholes modell for optionsvérdering. Dessa modeller
anvénds 1 stor utstrdckning av marknadens aktorer och &r i manga fall fullt tillrdckliga for
virdering av derivat av europeisk typ. De ger dock inte en beskrivning av rdntornas
stokastiska natur. Modellerna kan dirfor inte anvindas for vardering av rdntederivat dér
virdet beror pa aktorernas agerande under derivatets 16ptid. Derivat dér sa ar fallet ar
exempelvis amerikanska ranteoptioner av olika typ och dé i synnerhet det instrument som ska
vérderas 1 detta examensarbete, callables. Detta instrument presenteras senare 1 denna rapport.

For vérdering av derivat av den typ som inte kan modelleras med hjilp av de enkla
metoderna, t.ex. Blacks modell, anvinds modeller som beskriver hur rantorna utvecklas over
tiden, s.k. terminsstrukturmodeller. Dessa modeller kan dversiktligt delas in 1 tvé typer. Den
forsta typen av modeller beskriver framtida forwardriantor. Exempel pd populdra modeller av
denna typ dr Heath, Jarrow och Mortons modell samt Brace, Gatarek och Musielas modell.

Den andra typen av modeller beskriver utvecklingen av den rdnta som géller under
ndstkommande korta tidsintervall — den korta rdntan. Ofta &r denna typ av modeller svérare att
forsta dn modeller for forwardréntor. Fordelen dr dock att dessa modeller kan implementeras
med rekombinerande tridd liknande de trdd som anvénds vid modellering av aktier. Detta gor
att modellerna blir snabba och anvédndbara for virdering av alla typer av rdantederivat. Det &r
ocksé denna typ av modeller som anvénds i detta examensarbete.

De i1 detta examensarbete studerade modellerna for den korta rdntan &r Markovmodeller.
Utvecklingen av den framtida korta réntan beror darfor inte pd hur den tidigare utvecklas.

Mean reversion

Med mean reversion (“medeldtergdng”) menas att processen som beskriver rdantorna tar
hénsyn till att extrema vérden &r osannolika. Om de modellerade rintorna avviker stort fran de
rdntor som fés frdn den rddande rintestrukturen kommer de dérfor att atergd mot denna
struktur enligt ett visst samband. Detta dr askadliggjort i figur 1.

Den forsta modellen med denna egenskap var Vasiceks modell som presenterades 1977.
Processen for den korta réntan antas da utvecklas enligt ekvation 1:

dr = a(b-r)dt + adz Ekvation |
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I ekvation 1 betecknar dr differentialen av rantan, vilket innebdr den momentana
fordndringen av rintan. Parametern dt ér tiddifferentialen och dz &r en wienerprocess.

Mean reversion kommer 1 modellen att ske mot nivan b. For korta rédntor som avviker fran
denna nivd kommer en anpassning mot b att ske. Variabeln a betecknar takten i vilken
atergdng mot denna niva pa korta riantan sker. Det dr denna variabel som avgor storleken pa
effekten av modellens mean reversion. Variabeln 0 motsvarar standardavvikelsen for de
arliga forandringarna av den korta réntan.

Modellerna som anvénds 1 detta arbete har alla olika sétt att anvidnda mean reversion i
modelleringen.

Initial
Réinta rdntekurva
—_— >
Tid

Figur 1. Mean reversion

Ickearbitrage modeller

Réntemodeller som behandlar stokastiska rantor kan vara av olika typ. En tydlig distinktion
gors mellan jamviktsmodeller och modeller som bygger pa antaganden om icke-arbitrage.

Jamviktsmodeller &r modeller som bygger pd antaganden om ekonomiska variabler. Dessa
antaganden leder fram till en process som beskriver rdntorna. Slutligen studeras hur detta
paverkar priser pé obligationer och optioner. Vasiceks modell som beskrivs ovan ér av denna

typ.

Det frimsta problemet med jidmviktsmodeller &r att de 1 vissa fall ger en modell som inte
overensstimmer med radande marknadsdata. Modeller som bygger pa antaganden om icke-
arbitrage utgér istillet frdn den rddande rantestrukturen. Dessa modeller dr konstruerade sa att
de istdllet ska vara helt konsistenta med rddande rintor. En stor och tydlig skillnad mellan en
jamviktsmodell och en icke-arbitrage modell ér att vid anvindande av jaimviktsmodeller ar
rintestrukturen ett resultat av modellen medan den vid anvéndandet av ickearbitrage modell
antas vara kéind.

Forsta gangen som en modell av icke-arbitrage typ presenterades var 1986, dd Ho och Lee
presenterade sin modell for de korta rdntorna. Ursprungligen utvecklades denna modell {6r
representation i binomialtrid men visade sig ocksé ha vissa analytiska anvindningsomraden.
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Detta giller dven for de flesta modeller av denna typ. I Ho och Lees modell foljer den korta
rdntan processen som beskrivs 1 ekvation 2:

dr = 6(¢)dt + adz Ekvation 2

I ekvationen betecknar dr differentialen av réntan och d¢ tidsdifferentialen. Den sista
differentialen, dz , utgdr en wienerprocess. Variabeln g motsvarar standardavvikelsen for de
arliga fordndringarna av den korta réntan.

Variabeln H(t) ar en funktion som viljs s att modellen foljer den rddande réntestrukturen.
Det dr denna variabel som gor att modellen blir av ickearbitrage typ, d.v.s. modellen kommer
att prissitta befintliga obligationer efter den rddande réntestrukturen och diarmed till
marknadspris.

De tre studerade modellerna i detta examensarbete &r av ickearbitrage typ och de radande
rdantorna anvénds vid anpassning av modellen. Dessa kan ses som vidareutvecklingar av Ho
och Lees modell.

2.2 Rantetrad

Rekombinerande trad ar ett mycket kraftfullt och illustrativt sétt att implementera modeller
for den korta rantan. Det slutgiltiga resultatet av modelleringen utgors dé av ett trdd som
beskriver de korta rintorna. Tridet kan sedan anvéndas for védrdering av rdntederivat.

Ett rantetrdd &r en tidsdiskret representation som visar den stokastiska process som
ranteutvecklingen utgdr. Vid konstruktion av ett rintetrdd delas den aktuella tidsperioden, i
det enklaste fallet, in 1 ett antal tidsteg av ldngden At. Skillnaden mot ett trdd som beskriver
exempelvis en stokastisk process for en aktie dr den anvénda réntan for ett visst tidsteg. Nar
man anvander ett aktietrdd antas oftast rdntan vara densamma for alla tidsteg. I ett réntetrad ar
det just denna rénta som skiljer sig at. Varje nod i tridet motsvarar en viss rénta och rintorna
skiljer sig at mellan de olika noderna.

For rdntemodeller anvinds ofta trinomialtrad istéllet for binomialtrdd som dr vanligt
forekommande vid askadliggdrande av andra processer, t.ex. aktiepriser. Anledningen till
detta dr att modellen dé fér ytterligare en grad av frihet och ddrmed kan innefatta egenskaper
som mean reversion. Den ytterligare frihetsgraden vid anvindande av trinomialtrdd visas 1
figur 2 nedan. Stegen enligt figur 2b och figur 2c &r sdrskilt anvéindbara d& man uppnétt
extremvéarden och vill att tradet ska soka sig mot ett foredefinierat virde, s.k. mean reversion
(se ovan).

(a) (b) ()

Figur 2. Mdjliga metoder i ett trinomialtrdd
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I tradet kommer olika sannolikheter att gélla for de olika mdjliga stegen. I figur 2a ovan
motsvaras detta av en sannolikhet for att ett steg uppat ska ske, p,,(pil uppat), en sannolikhet
for att en véagrat fordndring ska ske, p,,, (vagrat pil) och en sannolikhet for att ett steg nerat
ska ske, ps (pil nerat).

Den vérderingsprocedur som anvénds vid modellering med trinomialtrdd &r generell och
motsvarar till stor del viardering av derivat 1 ett binomialtrdd. Resonemanget for hur detta sker
1 ett trinomialtrdd utgar frén rantetradet i figur 3 nedan.

E

.

Figur 3. Rdntetrdd

Ett rdntederivat dr ett instrument vars avkastning beror pé réntan vid en viss tidpunkt. I figur 3
kan ett sddant derivat utgoras av en utbetalning vid tiden 2A¢, dvs. vid triadets slut, som pé
nagot sétt beror pa de under 16ptiden rddande réntorna. For att virdera detta derivat berdknas
vérdet for derivatet for de olika mojliga rantorna enligt trddstrukturen vid tiden 2Atz. De olika
rantorna utgors alltsa av rdntorna 1 noderna E-I 1 figur 3. Berdkningar sker sedan sa att var och
en av noderna motsvarar ett virde pé derivatet vid tiden 2Az.

Eftersom de olika sannolikheterna for samtliga steg 1 tradet dr kdnda anvinds sedan en iterativ
metod for att fa fram priset som ska gélla vid noden A, dvs. vérdet av detta derivat vid
tidpunkten noll. Varden pé derivatet i noderna B-D berdknas genom att anvénda sig av de
kénda virdena i noderna E-I samt sannolikheterna for att dessa noder ska nés. Exempelvis
kommer virdet i nod B, V3, att bli:
Vg = (pB—EVE +Pp Vet Ps6Vs )e_rBAt Ekvation 3

I ekvationen motsvarar Vg, Vi, Vi de olika virdena i noderna E-G och pp.g, ps.r, ps.c
sannolikheterna for de olika mojliga stegen fran nod B. Réntan enligt vilken virdet ska
diskonteras dr den rinta som giller i nod B, 7. P4 motsvarande sitt berdknas sedan vérdena 1
nod E och G och slutligen erhalles priset i nod A, V:

V,= (pA—BVB tpu Vet PaoVp )e_rAAt Ekvation 4

Denna metod ér generell och kan anvéndas i trdd med olika antal steg samt, som visas senare i
denna rapport, for trid med steg av varierande ldngd.

Sida 14



Teori Sjoberg

2.3 Callables

Callable ér en kortare bendmning for callable bond som &r en obligation med mojlighet f6r
utstillaren att 16sa in obligationen under l6ptidens géng. Mojligheten till tidig inlésen medfor
att det finns en ”inbyggd” option i instrumentet. Koparen av en sddan obligation kan sigas ha
salt en kopoption till utstdllaren av obligationen. Priset for denna kdpoption utgors av
skillnaden mellan priset pa en obligation utan dessa mojligheter till inlésen och motsvarande
callable. Med bakgrund av detta kommer priset for en callable vara ldgre an priset for
motsvarande obligation utan mgjlighet for utstéllaren att utnyttja tidig inlésen.

Med callable avses ofta instrument av typen “bermudian callable”. Utstéllaren av en sddan
obligation har mojlighet att vid vissa forutbestdmda tidpunkter, ofta 1 samband med
utdelningar pa obligationen, 16sa in obligationen till i forvég faststéllda priser. Callables av
andra typer, sdsom amerikanska dér inlosen kan ske ndr som helst under 16ptiden,
forekommer ocksd men instrument av typen “bermudian callable” har kommit att bli s&
dominerande att det dr detta instrument som avses nir man anvdnder bendmningen callable.
Det ér ocksa denna typ av instrument som studeras i detta examensarbete.

Virdering av callables 1 rintetrdd foljer till stor del den beskrivna arbetsgangen 1 kapitel 2.2
ovan.

2.4 Hull och Whites modell

Hull och Whites modell &r en vidareutveckling av Vasiceks modell fran 1977. Den modellen
var av jamviktstyp och Hull och White ville med sin modell ta hdnsyn till den radande
rantestrukturen. Modellen kan ocksé ses som Ho och Lees modell med mean reversion
egenskaper. Hull och Whites modell presenterades for forsta gdngen i en artikel 1990.

Matematiskt forédndras rdntan enligt Hull och Whites modell pa foljande vis:
dr =(0(t)-alt)r)dt + o(t)dz Ekvation 5

I ekvation 5 dr dr differentialen av rintan, vilket innebdr den momentana fordndringen av
rantan. Pa samma vis ar dt tidsdifferentialen. Den sista differentialen, dz, betecknar en
wienerprocess.

Modellen antar normalfordelade korta riantor. Variabeln a betecknar takten i vilken aterging
mot den rddande rantestrukturen sker. Det dr denna variabel som avgor storleken pa effekten
av modellens mean reversion. Variabeln 0 motsvarar standardavvikelsen for de arliga
forandringarna av den korta rintan. I sin ursprungliga utformning av modellen antas
parametrarna ¢ och g vara konstanta. Bdda dessa parametrar kan dock modelleras som
funktioner av tiden. Resonemang runt detta fors senare i denna rapport.

Variabeln 6(¢) &r en funktion som viljs s att modellen foljer den radande rintestrukturen.

Det édr denna variabel som gor att modellen blir av ickearbitrage typ, d.v.s. modellen kommer
att prissitta befintliga obligationer efter den rddande rintestrukturen och diarmed till
marknadspris.
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2.5 Black, Derman och Toys modell

Denna modell skiljer sig frdn Hull och Whites modell framf6r allt 1 tva avseenden. Den forsta
skillnaden, och den som roner storst intresse i detta examensarbete, ar att rintorna i denna
modell antas vara lognormalfordelade. Den andra aspekten som skiljer sig ar att Black,
Derman och Toy redan fran bdrjan antog att volatiliteten och mean reversion parametern
utgors av funktioner av tiden. Modellen harstammar fran 1990. Processen for den korta rantan
beskrivs av ekvation 6.

dinr :{H(t)+L(t)ln(r)}dt+a(t)dz Fhvation

Till skillnad frdn de modeller som presenteras tidigare i denna rapport visar ekvationen inte
differentialen for den korta rdntan utan istéllet differentialen av den naturliga logaritmen for
den korta rantan. Denna betecknas d In7. Det &r dven logaritmen av ridntan som tillsammans
med mean reversion parametern bestimmer atergdngens storlek. I fallet med Black, Derman
och Toys modell bestims mean reversion parametern som kvoten mellan
volatilitetfunktionens derivata och volatiliteten sjdlv. Funktionen H(t) fungerar pa
motsvarande sdtt som 1 Hull och Whites modell for att anpassa trédet till rddande
riantestruktur. I detta fall anpassas dock logaritmen av den korta rintan istéllet for raintan som
tidigare. Differentialerna df och dz har samma betydelse som 1 Hull och Whites modell.
Volatilitetparameterns betydelse dr dock nagot annorlunda. Detta behandlas 1 kapitel 2.8
nedan. Resonemang kring parametrarnas tidsberoende fors 1 kapitel 2.10.

Modellen utarbetades frén borjan for implementering 1 binomialtrdd enligt en sarskild
algoritm. Senare har dock Hull och White visat hur deras tradkonstruktionsalgoritm for
trinomialtrdd kan anpassas till Black, Derman och Toys modell. Detta diskuteras vidare
senare 1 denna rapport.

2.6 Black och Karsinskis modell

Black och Karsinski presenterade 1991 en modell som kan ses som en generalisering av
Black, Derman och Toys modell. I Black, Derman och Toys modell bestims mean reversion
parametern som en kvot mellan volatiliteten och dess derivata. Black och Karsinsiki lat
istdllet denna parameter vara en godtycklig funktion av tiden. I §vrigt 4r modellen identisk
med Black, Derman och Toys modell. Processen for den korta rintan beskrivs enligt denna
modell av ekvation 7:

dinr =[0(t) - a()in(r)dt + o(r)dz Ekvation 7

Parametrarna i Black och Karsinskis modell 4r desamma som i Black, Derman och Toys
modell med skillnad endast avseende mean reversion parametern. Parametern a(¢) utgor i
modellen denna, mer generella, parameter. Redogdrelsen for tidsberoende parametrar, rantans
fordelning och tradkonstruktionsalgoritm &r gemensamma for de bdda modellerna och
presenteras senare i rapporten.

2.7 Hull och Whitesalgoritm for konstruktion av trinomialtrad

Hull och White presenterade 1994 en tvéstegsalgoritm for att implementera deras modell i ett
trinomialtrdd. Metoden har sedan utvecklas till att bli mer generell och fungerar for flera olika
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rdntemodeller, dédribland de tvd 6vriga modeller som studeras i detta examensarbete.
Algoritmen ar indelad 1 tva steg. Det forsta steget beskriver hur tradstrukturen konstrueras for
en approximativ rinta. Ddrefter konverteras 1 steg tva strukturen for att vara korrekt dven for
den verkliga rintan. I detta kapitel presenteras algoritmen 1 sitt standardutférande for att i
kapitel 3 utvecklas for att kunna vérdera callables. Till en borjan gors en genomgéng av
algoritmen s& som den anvédnds vid modellering med Hull och Whites modell. Dérefter
diskuteras de generaliseringar och @ndringar som krévs for att kunna anvédnda algoritmen dven
for andra modeller.

2.7.1 Stegl

Vid anvédndande av trdd delas tiden, i det grundldggande fallet, in i ett antal tidsperioder med
konstant lingd Az. Ett grundantagande i denna procedur dr att den rédnta, R, som géller under
denna period foljer samma process som réintan » enligt Hull och Whites modell (ekvation 5).
Processen for R kan dé skrivas enligt ekvation 8 nedan.

dR = (6(c)- aR)dt + adz Ekvation 8

Forsta steget bestdr nu i att konstruera ett trid for en variabel R som fréin bérjan ir noll och
foljer processen

*

dR" =—aR’dt + adz Ekvation 9

I detta forsta steg tas alltsé inte hdnsyn till funktionen H(t) och alltsd sker ingen anpassning

till den radande réantestrukturen och tradet uppfyller &nnu sé lange inte kraven for att betraktas
som en icke arbitrage modell. Under en period kommer rintan att fordndras enligt tradet.
Figur 2 visar i vilka riktningar rdntan kan fordndras. Fordndring som i tradet motsvaras av ett
steg uppat eller nerat betecknas AR. For att minimera felet vid anvindande av modellen viljs

AR =0+ 3M¢ Ekvation 10

Malet med detta fOrsta steg ér att konstruera ett trdd som liknar det trdd som illustreras 1 figur
4 nedan. For att kunna gora detta méste man komma fram till vilken typ av de mojliga stegen i
figur 2 som ska anvindas i konstruktionen av tradet. Det dr detta som kommer att avgdra hur
tradet kommer att se ut. Nar vil detta dr gjort maste de olika sannolikheterna i stegen
berdknas.

For att kunna fa fram vilken av metoderna 1 figur 2 som ska anvéndas ser man pa de olika
noderna. En nod betecknas med tvé koordinater, i och j. Den forsta koordinaten, i, betecknar
hur manga steg i horisontell riktning som skett vilket alltsa visar hur ménga tidsperioder som
forflutit fram till denna nod. Koordinaten j visar hur manga steg i vertikal riktning som skett
fram till den aktuella noden och kan vara positiv eller negativ. Den visar salunda hur ménga
steg uppat eller nerat fran ursprungsrintan som tagits. En nod betecknas alltsa av (i, j) dér
t=iAt och R'=jAR. Den metod som ska anvéndas i en viss nod maste leda till att
sannolikheterna for de tre olika alternativa stegen dr positiva. Den metod som oftast ska
anvindas dr ’standardmetoden” i figur 2a.

Niér variabeln a i ekvation 5 ovan dr positiv sker mean reversion. Detta innebér att metoden
enligt figur 2b ska anvindas for starkt negativa virden pa j medan metoden enligt figur 2c ska
anvindas fOr stora positiva virden pd j. Detta ses ocksa tydligt 1 figur 4 dér ett tillrickligt
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positivt virde pa j uppnétts vid nod E och ett tillrickligt negativt vérde uppnétts vid nod 1. De
viarden som utgor grins for vilken ett byte av metod ska ske betecknas j,,. respektive ji,.
grundutformningen av Hull och Whites algoritm viljs j,.. till det minsta heltal som Overstiger
0.184/ (aAt) och jin véljs till -j,,... Det kan dé visas att positiva sannolikheter for de olika
stegen alltid uppnas.

Figur 4. Trinomialtrdd for Hull och Whites modell, steg 1

Sannolikheten for det hogsta mojliga steget betecknas p,,, for mittsteget p,, och sannolikheten
for steget som ger den mest neratgaende utvecklingen betecknas p,. Sannolikheterna véljs sa
att de motsvarar den vintade forindringen av R och dess varians under foljande tidsperiod,
At. Vidare méste sannolikheternas summa, som vanligt, uppga till ett. Dessa tre forhdllanden
leder till tre ekvationer som maste vara uppfyllda for sannolikheterna. Tre obekanta och tre
ekvationer resulterar i ett 16sbart system och de olika sannolikheterna kan beréknas. Detta
sker for de olika typerna av steg enligt figur 2. Berékningar och resultat av dessa redovisas i
bilaga 1.

Sannolikheterna beror, forutom pa vilken typ av metod som anvénds, endast pa koordinaten ;.
Detta innebér att sannolikheterna i nod B och nod F i figur 4 ovan &r desamma. Dessutom &r
tradet symmetriskt, vilket innebér att sannolikheterna i nod D dr en spegelbild av
sannolikheterna i nod B (sannolikheten p, i nod D dr samma som p, i nod B och vice versa).

Nér man gatt igenom de olika delarna i steg ett &r resultatet ett trdd liknande det i figur 4 med
kénda sannolikheter for de olika mdjliga stegen.

272 Steg?2

I detta steg ska triadet anpassas efter de géllande réntorna. Tridet som konstruerades 1 steg 1
som giller for R* ska nu konverteras for att gilla for R, den rinta som giller under en viss
tidsperiod, At. Metoden for att gora detta &r att ersitta noderna 1 det trid som steg 1
resulterade i sa att den initiala rdntestrukturen efterfoljs. For att fa en exakt Overensstimmelse
med rddande rintestruktur anvinds en iterativ metod. Denna metod beskrivs nedan.

For att kunna anvinda den iterativa metoden kravs tva hjélpvariabler, Q;; och ;. Den forsta
av dessa variabler betecknar nuvérdet av en sdkerhet som ger utbetalning av en valutaenhet
om nod (i,/) nds och noll annars, det s.k. Arrow-Debreu priset. Den andra hjalpvariabeln, a;,
definieras som a(i4¢), viardet av R vid tiden iA¢ pa R-trddet minus det motsvarande vardet for
R"vid tiden it pa R -tridet. Denna variabel visar alltsd avvikelsen mellan réntan i det
slutgiltiga trddet och rdntan som modellerats 1 R-tridet. De bada hjilpvariablerna kan véljas
sa att den initiala rantestrukturen exakt efterliknas.
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Det forsta momentet bestar nu i att komma fram till Qg9 och ay. Eftersom Q) ska motsvara
nuvérdet av en sdkerhet som ger 1 valutaenhet vid tidpunkt noll sétts denna variabel till 1.
Virdet av oy véljs sé att en nollkupongs obligation med inldsen vid tiden Az ges ritt pris.
Forutsatt att Az &r densamma som periodldngden for réntan véljs denna parameter darfor till
den gillande enperiodsrintan. Réantan for noden (0,0) i R’-tridet forindras nu till att motsvara
rdntan som motsvaras av a.

Nésta moment syftar till att bestimma Q; ;, Q;.9, Q1 -1 samt a;. Q - virdena bestims genom att
anvinda sannolikheterna 1 R-trddet. Sannolikheten for att noden (7, /) ska nas ar p, for noden
(0,0) (motsvarande nod A i figur 4 ovan). Nuvirdet av Q; ; erhdlles d4 genom att diskontera
sannolikheten for att denna nod nas. Pa motsvarande sétt berdknas nuvardena av Q;poch Q; ;.
Niér virdena for Q vél dr bestimda kvarstér att bestimma virdet for a;. Detta véljs s att ratt
pris ges for en nollkupong obligation med inldsen vid tiden 2A¢. Priset for denna obligation
vid nod B 1 figur 4 ovan ér:

P, = e_(a‘+AR)xAl Ekvation 11

P& motsvarande sitt dr priset for obligationen vid nod C:

P. = e Ekvation 12
Vid nod D ir priset:
P, = e—(a, ~BR)<d Ekvation 13

Priset vid den forsta noden, A, blir da:
P, = QI,IPB + QLOPC + QL_IPD Ekvation 14

Det verkliga priset, P, for denna obligation berdknas ur marknadsdata for rdntan och ekvation
14 satts lika med detta pris:

P = Q1,1PB + Ql,opc + Ql,_IPD Ekvation 15
Ur ekvation 15 16ses sedan vérdet pa a; och ridntorna i noderna B, C och D anpassas direfter. |

fallet med normalférdelade réntor som i Hull och Whites modell dr detta steg enkelt och sker
analytiskt. Ekvation 16 nedan ger det analytiska uttrycket for a;.

Q e—AR*At +Q +Q _ eAR*At
a, = [n| = L0 Ll At Ekvation 16

P

Metoden fortsitter sedan iterativt for att bestimma vérden pd Q,; for samtliga j. Néar detta ar
gjort faststélls o, och triadet anpassas efter detta. Vid berdkningarna av virdena pd O kan man
med fordel anvénda sig av resultaten frén berékningarna av tidigare Q. Som exempel kan
ndmnas berdkningen av 0, ;. Detta dr nuvérdet av den sdkerhet som ger en valutaenhet 1
utdelning om nod F i figur 4 nds och noll annars. Denna nod kan endast nas via nod B eller C
och rantorna 1 dessa noder ar kiinda enligt tidigare berdkningar. Sannolikheterna for stegen B-
F (pn 1 nod B) och C-F (p, i nod C) ér ocksé kénda och detta innebir att vardet av sékerheten i
nod B, Pp och inod C, Pc kan beréknas enligt nedan:
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PB = pB_Fe_(a‘JrAR)*At FEkvation 17

PC = pC_Fe_al*Al FEkvation 18
Variabeln 0, ; sitts till Pgmultiplicerat med nuvirdet av en valutaenhet som utbetalas vid nod
B plus Pcmultiplicerat med nuvérdet av en valutaenhet som utbetalas vid nod C. Detta ger:

Q2,1 =V, x Q1,1 +V, le,o Ekvation 19

P4 motsvarande sétt berdknas resterande viarden pa O, ; och a, kan ddrefter beréknas. Efter det

kan sedan alla vérden for Q3 beriknas och darefter a3. P4 samma sitt fortsétter berdkningarna
till ett trad av onskad storlek erhallits. Ett tinkbart utseende pa ett sddant trdd illustreras i figur
5. I figuren illustreras hur modellen anpassar sig efter en réntekurva med avtagande lutning.

Figur 5. Trinomialtrdd for Hull och Whites modell, steg 2

2.7.3 Anpassning till andra rintemodeller

Som nédmnts tidigare kan den presenterade algoritmen anvindas for flera olika modeller. S& ar
dock inte fallet med Black, Derman och Toys modell samt Black och Karsinskis modell. I
dessa modeller antas réntorna istéllet vara lognormalfordelade och en anpassning ar darfor
bland annat n6dvindig i steg 2.

Algoritmen kan anvéndas for alla modeller som har en form enligt ekvation 20.
df (r) = [6(t) - af (r)]dt + oz Ekvation 20

Har motsvarar f{r) den funktion som man antar for rantorna i modellen f6ljer. I fallet med
Hull och Whites modell som presenteras ovan, dir rdntorna antas vara normalfordelade, dr
sambandet enklast mojliga: f{r)=r. For de andra tva studerade modellerna antas rintorna vara
lognormalfordelade och denna funktion &r dé istéllet f{r)=In r. Vid konstruktion av tradet {or
dessa modeller skapas tradet for x= f(r)=In r. Analogt med konstruktionen for Hull och
Whites modell sker konstruktionen i tvé steg. I det forsta skapas ett trid for x som initialt &r 0
och for vilken @(¢) &r 0. Vid modelleringen géller samma ekvationer som for Hull och Whites
modell med x" och x istillet f5r R och R. Detta giller dven formlerna for sannolikheterna i
trddet som redovisas i bilaga 1. I trddets noder visas dock exp(x)=r eftersom det ar detta som
ska anvéndas vid virdering i tradet.
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I konstruktionens andra steg ska tridet anpassas efter de rddande riintorna. Aven detta sker pa
ett liknande sétt som for Hull och Whites modell. En skillnad infinner sig dock nér man
kommit till den punkt i anpassningen d& man anvénder ekvation 11 i beskrivningen av steg 2
ovan. Fran och med detta moment kommer modelleringen att skilja sig frdn den beskrivna, pa
grund av att rantefordelningen i modellen inte &r densamma. Vid steg m i modelleringen
kommer formeln for priset for en nollkupongobligation med 16ptid m+1 nu istéllet {2 ett
utseende enligt ekvation 21 nedan.

P = iQm,j exp[— g(am + jAX)At] Ekvation 21

J="ny,

For att anpassa modellen till radande rantestruktur ska virdet pa x i tréadet justeras med
variabeln a,,. Denna variabel fas genom att anvinda ndgon enkel numerisk metod, exempelvis
Newton-Raphsons metod.

Aven beriikningen av hjilpvariabeln Q péverkas pa motsvarande sitt. For en viss vertikal
position i tradet, j, ges nu variabeln Q ur ekvation 22 nedan. De olika virdena pa k motsvarar
de noder 1 ndstkommande tidssteg som utgér den aktuella nodens soner och g(k,j) utgor
sannolikheten for steget fran noden (m,k) till noden (m+1,j).

Qm+1,j = ZQm,kQ(ks j)exp[— g(am + kAX)Al‘] Ekvation 22
k

Pa& motsvarande sétt gors anpassningen for samtliga steg i tradet. Precis som efter det forsta
steget lagras sedan exp(x)=r. Resultatet ar da ett trdd med de lognormalfordelade korta
rdntorna som kan anvéndas for virdering av olika rantederivat.

2.8 Raéantornasantagna fordelning

Vid vérdering av vissa rantederivat med modeller for den korta rdntan uppvisar Hull och
Whites modell en stor fordel framfor de andra modellerna. Denna modell har ndmligen
analytiska uttryck for framtida obligationspriser. Fordelen med detta &r att man vid
modelleringen for ménga typer av rantederivat inte behover modellera hela den underliggande
tillgdngens 16ptid. Istéllet dr det tillrdckligt att modellera fram till derivatets inlosen dér dess
vérde kan fas fram fran det analytiska uttrycket for den underliggande tillgangen. De andra
studerade modellerna antar lognormalfordelade rantor. Dérfor finns det for dessa modeller
inga analytiska uttryck for obligationspriserna under dess 16ptider.

I detta examensarbete har man dock ingen nytta av de analytiska uttrycken eftersom
modellering maste ske fram till instrumentets inldsen. Ingen av modellerna har déarfér ndgon
fordel 1 detta avseende gentemot nagon av de andra.

En annan sak som paverkas av valet av modell och ddrmed fordelning av réntorna r
mdjligheten att fa negativa rantor 1 trddet. Vid anvdndning av Hull och Whites modell &r det
mojligt att rdntorna blir negativa. Med lognormalfordelade rantor som i de 6vriga modellerna
finns ddremot ingen sddan mojlighet. I detta avseende kan antagande om lognormalfordelade
rantor vara att foredra da man intuitivt vill undvika moéjligheten, om dn med liten sannolikhet,
att under perioder ha negativa rantor.
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De volatilitetsparametrar som ingér i modellerna far ocksa olika betydelse beroende pa vilken
rantefordelning som viljs, ndgot som ocksa diskutera 1 presentationen av de olika modellerna
ovan. | fallet med normalférdelade rantor motsvarar o standardavvikelsen for de arliga
forandringarna av den korta rdntan. Nar en lognormalférdelad fordelning antas betecknar
denna parameter standardavvikelsen for den proportionella férdndringen av den korta réntan.
Marknadens aktorer dr 1 storre utstrackning vana att se volatilitet som resultat fran en
lognormalfordelad modell, som é&r fallet med Black och Scholes och beslidktade modeller, och
lognormalfordelade rantor kan darfor vara att foredra.

2.9 Kalibrering

Under beskrivningen av modellerna och hur man anvénder denna 1 ett trinomialtrdd har
parametrarna a och ¢ antagits vara givna. Sa dr dock inte fallet och en viktig del vid
anvdndande av modellen bestar just i att vélja dessa parametrar. Det dr detta moment som
utgor kalibreringen av modellen.

Kalibreringen bestér 1 att en anpassning till marknadsdata sker. Har utgér man fran
marknadsdata som ror liknande instrument som det derivat som ska prisséttas. Grundidén ar
att man genom en kalibrering efter dessa marknadsdata erhéller en modell som prissétter
befintliga instrument korrekt och darmed har en bra grund for att kunna prissitta andra
instrument av samma typ. For att fa en s& korrekt modell som mojligt ar det viktigt att
kalibrera modellen efter instrument som &r sé lika som mdjligt de instrument som man vill
prissitta.

Vid kalibreringen utgar man frdn ndgot matt som sedan minimeras enligt en numerisk metod.
Det vanligaste mattet som anvédnds for minimering ar:

M= Z (B -V, )2 Ekvation 23

Parametern P; betecknar hiar marknadspriset och V; star for det pris som erhallits ur modellen
for samma instrument. Summeringen av differensen gors sedan for alla olika instrument som
anvénds vid kalibreringen. Det modellerade priset, V;, och ddrmed differensen dr beroende av
de ingdende parametrarna i modelleringen. Genom kalibreringen fas de védrden pd de ingéende
parametrarna som minimerar kalibreringsmattet. Ddrmed kommer modellen att prissitta
instrumenten som ligger till grund for kalibreringen till ett pris som ligger sa nira det verkliga
marknadspriset som mojligt. Diskussion om hur kalibreringen kan genomforas for de
anpassade modellerna i detta examensarbete fors 1 kapitlet om modellanpassning.

2.10 Tidsberoende volatilitetsparametrar

Vid anvindande av modeller for korta rdntan bestar ett viktigt beslut 1 hur man véljer sina
volatilitetsparametrar. Mgjligheten finns att antingen att se dessa som konstanta eller som
funktioner av tiden. Det finns ett antal olika uppfattningar om hur parametrarna ska
behandlas. Som en inledning pa resonemanget kan man slé fast att valet av hur parametrarna
ska behandlas styr modellens effektivitet att prissitta instrument, berdkningens omfattning,
modellens stabilitet samt kalibreringens komplexitet. Fordelen med att lata
voaltilitetsparametern och/eller mean reversion parametern vara funktioner av tiden &r att
modellerna pé sé sétt mer exakt kan anpassas till marknadspriser for instrument som handlas
aktivt.
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Vid anvindande av tidsberoende sker en parametirisering. Da véljs hur funktionerna for de
tidsberoende parametrarna tolkas. Vanligt dr till exempel att vilja dessa funktioner som
stegvis konstanta funktioner. Stegen kan med fordel viljas sa att de anpassas till de instrument
som anvinds till kalibrering samt de instrument som ska vérderas.

Ett problem nér tidsberoende parametrar anvénds &r att man indirekt gér en utsago om
volatilitetstrukturens utseende vid framtida tidpunkter. Detta problem uppstar for alla Markov
modeller och alltsd dven de 1 detta examensarbete studerade modellerna

Undersokningar har gjorts for att testa hur tidsberoende parametrar paverkar modellernas
resultat. Upphovsménnen till en av de studerade modellerna, Hull och White, har genomfort
utforliga undersokningar av denna typ. Dessa visar att modellernas effektivitet att prissdtta
befintliga instrument korrekt paverkas marginellt. Hull och White slér darfor fast att
tidsberoende volatilitetsparametrar snarast leder till en dverparametirisering av modellen. De
anser darfor att det for Markov modeller endast ska finnas en tidsberoende parameter. Vidare
anser Hull och White att denna parameter ska anvindas for att anpassa modellen till den
befintliga réntestrukturen.

I detta examensarbete har modellering och implementering for Hull och Whites modell samt
Black och Karsinskis modell skett med konstanta volatilitetsparametrar. En av huvudsyftena
med Black, Derman och Toys modell dr dock att anvinda tidsberoende parametrar. |
implementeringen av denna har darfor tidsberoende parametrar anvinds. De dvriga
implementeringarna kan, med sma forandringar, anpassas till att kunna anvinda tidsberoende
parametrar.
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3 Moddlanpassning

For att kunna anvinda modellerna som studeras i detta arbete for virdering av callables
krdvs en anpassning av den trddkonstruktionsalgoritm som beskrivs i teoridelen. Detta utgor
en viktig och nédvindig del av examensarbetet. I detta kapitel presenteras ocksd forslag pa
hur kalibrering av modellerna ska ske.

For vérdering av callables i rantetrdd forutsétts att trddet har noder motsvarande de tidpunkter
vid vilka inlosen av instrumenten kan ske. For att detta ska vara mgjligt krévs att trddet kan ha
varierande langd pé de olika tidsperioderna. I och med detta kan man vid konstruktion av
tradet vélja ldngden pa de modellerade tidsperioderna sé att tidpunkterna for mojlig inlésen
motsvaras av en modellerad tidpunkt 1 trddet. Redogorelsen for modellanpassningen ar
generell och géller for alla de tre studerade modellerna i1 de fall dir inget annat anges.
Redogorelsen baseras dérfor 1 enlighet med kapitel 2.7.3 {6r en variabel x som beskriver
utvecklingen av rintans antagna funktion. I detta examensarbete kan detta véljas till x=r (for
Hull och Whites modell) alternativt x=I[n r (fér de 6vriga tvd modellerna).

3.1 Val av tidpunkter for nodernas placering

Det forsta steget 1 den anpassade algoritmen dr att bestdimma for vilka tidpunkter som noderna
ska placeras. Som i all modellering véljs modelleringens forsta nod till tiden for
modelleringens start och den sista diskreta tiden viljs till det aktuella instrumentets inldsen.
Ovriga noder viljs for att uppfylla de krav som stills for modellering av callables. I fallet med
callables ska noder bland annat finnas vid de tidpunkter da tidig inlosen kan ske. Dessutom
forenklas modelleringsarbetet av att l4ta noder modelleras for de tidpunkter dd utdelningar
ager rum. Troligtvis vill man dela in den modellerade tiden i fler perioder d4n de noder som
blir resultat av tidig inlosen samt utdelningsdatum for att 6ka noggrannheten i tradet. I detta
examensarbete sker detta genom jamn fordelning av de aterstdende onskade tidsperioderna
over den modellerade tiden.

3.2 Storlek parantansforandring mellan tvaintilliggande noder

Nista steg 1 modellanpassningen bestér i att bestimma de vertikala avstdnden, métt i1 skillnad 1
den korta rantan, mellan tva narliggande noder vid samma diskreta tid i trddet. Har maste
hénsyn tas till att tidsstegen &r av varierande ldngd och man kan inte, som i algoritmens
grundutférande, anta att detta avstdnd dr samma for alla de modellerade tiderna i tradet.

I varje tidpunkt placeras noder for x=0. Dérefter placeras noder pa samma sétt som 1
standardfallet enligt ett viss bestdmt intervall. Vid varje tidsteg ¢; i tradet placeras noderna
med vérden pd den korta réntan enligt +Ax;, +2Ax; ..., £m;Ax; ddr m; motsvarar den hogsta
respektive l4gsta noden for det aktuella tidssteget. Hur denna bestdms redogors for i foljande
avsnitt. For varje tidssteg, ¢;, bestims rinteintervallet mellan tva intilliggande noder, Ax;, s att
det ar tillrdckligt for att representera volatiliteten for den korta ridntan vid den aktuella
tidpunkten. For snabbast mojliga konvergens viljs Ax; enligt ekvation 24 nedan.

Ax, = ot W3, -1.,) Ekvation 24
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3.3 Val av metoder i tradet

Naista steg 1 traddkonstruktionen bestér 1 att vdlja hur noderna ska knytas samman. Detta
kommer ocksa att avgora vardet pa m; for de olika stegen i tridet. I den anpassade algoritmen
ar man inte begrinsad till de metoder som anvénds 1 standardalgoritmen och visas 1 figur 2.
Valet beror nu istédllet pa hur den korta réntan antas utvecklas under kommande tidsperiod.

Vid varje nod 1 trddet binds den samman med tre soner, precis som i standardalgoritmen. De
tre noderna motsvarar ocksa tre intilliggande noder i ndstkommande tidssteg och kan pa
samma sitt ses som ett steg uppat, ett steg nerét och ett steg mellan dessa. For variabeln x 1
den aktuella noden berdknas den forvantade forandringen och variansen av fordndringen.
Tréadet konstrueras sedan sé att dessa dr desamma 1 trddet som de beréknade.

Antag att tridets konstruerats fram till och med steg i och att tridet nu ska byggas vidare. Fran
noden jAx; 1 steg i ska trddet utokas till de tre noderna (k-1)Ax;+;, kAx;+;, och (k+1)Ax;+ ;1
nésta steg; i+/. Den nod till vilken det mittersta steget ska ansluta till, x;+, s, véljs s att rintan
1 denna nod, kAx;,;, dr sd nidra som mojligt den forvéintade rantan. Vintevirdet av ridntans
forandring 1 noden fran vilken steget ska ske ar approximativt E(dx)=x*a(#,)(t;+,-t;). Véardet pa
k som alltsd betecknar vilken nod som det mittersta steget ska leda till vdljs sa att x;; 4 dr sa
nédra som mojligt det forvantade virdet som ér x; ;+ x;;*a(t;)(#+;-t;). Genom att vélja £ till det
heltal som ar ndrmst (jAx;+ x*a(#,)(t;+-t;))/Ax;+; uppnds detta. Samtidigt garanterar detta att
nista steg hamnar inom Ax;,,;/2 fran vantevérdet.

Metoderna i respektive steg i tradet avgor ocksé den oversta och understa mojliga noden i
ndstkommande steg. Den dversta nddda noden 1 ett visst steg dr den hogsta nod som lénkas till
fran den Oversta noden i steget innan. P4 motsvarande sitt bestdms ocksa den understa noden
fran den understa noden i steget innan. Den hogsta noden i steget i+/ som &r m;+; bestdms
fran den hogsta noden i steget i, som ar m; och pa samma sétt bestdms den lagsta noden , -m;+;
bestdims av den ldgsta noden, -m; 1 steget i.

Nasta steg av tradkonstruktionen ar att berdkna de olika sannolikheterna for de mojliga stegen
1 tradet. Detta gors pd motsvarande sétt 1 den anpassade algoritmen som i standardalgoritmen.
Variansen for en viss nod i tridet kan skrivas V(dx)= 0 *(t;)(t:+,-;). For
sannolikhetsberdkningarna, som redogors for i appendix 2, anvénds véntevérdet av rintans
forandring under en period samt densamma under tva perioder.

3.4 Anpassning till rddanderantestruktur

Efter konstruktionen av tradet enlig avsnitt 3.1 — 3.3 ska nu triddet anpassas till radande rantor.
Detta sker till stor del enligt samma metod som i den ursprungliga algoritmen som presenteras
i avsnitt 2.7.2. Diskontering mellan de olika tidpunkterna i trddet sker dock med varierande tid
eftersom tidsstegen i tridet ar av olika ldngd.

3.5 Kalibrering

Syftet med kalibreringen dr att anpassa modellens ingdende parametrar efter befintliga
instrument med vilka handel sker. Ett allmant resonemang om kalibrering finns i avsnitt 2.9 i
teorikapitlet ovan.
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Avsikten i detta examensarbete &r att anvinda den presenterade algoritmen for véirdering av
callables. Modellen kan med vissa fordndringar dven anvéndas till andra varderingar. De 1
detta avsnitt presenterade forslagen till kalibrering géller dock for det fall da callables ska
vérderas.

Ett alternativ till kalibrering dr att anvénda olika rdnteoptioner, sdsom caps och floors, for att
ge en allmén kalibrering av modellen. Pa detta sétt kalibreras ménga andra rantemodeller och
kalibreringsinstrumenten kan da viljas, avseende bland annat 16ptider, sa att kalibreringen blir
snabb och effektiv. Detta kan vara sérskilt fordelaktigt da volatililtetsparametrarna ar en
funktion av tiden och pararameteriserade. Tidpunkterna som utgdr brytpunkter i de
pararameteriserade volatilitetsfunktionerna kan dé viljas sé att de 6verensstaimmer med
l6ptiderna for kalibreringsinstrumenten. Om den studerade marknaden ér tillrickligt likvid
och det finns ett tillrdckligt stort utbud av olika optioner kan ocksa hénsyn tas till att
inlosenpriserna dr olika for de optioner som anvédnds som kalibreringsinstrument.

Det forslag till kalibreringsforfarande som presenteras ovan ger en bra allmén kalibrering och
skulle kunna anvéndas 1 de fall da ranteoptioner av liknande typ som kalibreringsinstrumenten
ska vérderas. For att modellen pa ett korrekt sitt ska virdera callables bor istillet instrument
av just denna typ anvéndas vid kalibreringen.

Forfattarens uppfattning &r att en enkel kalibrering med ndgon numerisk optimeringsalgoritm
skulle ge ett bra resultat. Modellen skulle da anpassas efter de befintliga callables som handlas
pa den aktuella marknaden. En algoritm som ofta anvinds vid denna typ av kalibreringar ar
Levenberg-Marquardts algoritm. Denna skulle d&ven kunna anvéndas i detta fall men friheten
ar stor vid val av algoritm.

En fOrutséttning for att den foreslagna kalibreringen ska ge ett bra resultat &r att antalet

kalibreringsinstrument &r tillrackligt. I fallet med callables dr dock marknaderna relativt
illikvida och detta kan innebéra att man inte kan astadkomma en bra kalibrering.
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4 |Implementering och resultat

1 detta kapitel vill forfattaren i grova drag visa hur implementeringen genomforts. Det
forekommer inte ndgon redovisning av kod utan istdllet visas med hjdlp av resonemang
implementeringens viktigaste delar. I kapitlet redovisas ocksa resultatet av implementeringen.
Resultatredovisningen bestdr till stor del av illustrationer av hur den fdrdiga
implementeringen ser ut och hur den kan anvindas.

4.1 Implementeringsmiljo

Ett delsyfte med examensarbetet &r att implementera de aktuella modellerna 1 Algorithmicas
utvecklingsmiljo Quantlab, som &r ett utvecklingsverktyg for kvantitativ analys. I Quantlab
finns mojligheten att via ett eget sprik, Qlang, programmera och modellera. Pé grund av de 1
detta examensarbete ingdende modellernas komplexitet genomfors implementeringen istéllet
via Quantlabs API. Detta kan ses som en koppling mellan en extern programmeringsmiljo och
Quantlabs utvecklingsmiljo. Genom att skapa program i en annan miljo och i ett annat sprak, i
detta fall C++, dkas flexibiliteten. Via kopplingen till Quantlab erhalles mdjligheten att
anvinda dess anvdndargrinssnitt och kopplingar till realtidsdata.

Den faktiska kopplingen sker via Windows dynamic link library (DLL). Det konstruerade
C++ programmet resulterar i en DLL som Quantlab sedan liser in och det konstruerade
programmets objekt och funktioner blir sedan tillgéngliga i Quantlab. Dar kan de anvéndas pa
samma sétt som de standardobjekt och funktioner som finns tillgingliga i miljon.

4.2 Tréadrepresentation

For att pa ett bra och enkelt satt kunna gestalta riantetrdd i C++ har forfattaren 1 huvudsak valt
att representera tridet med hjélp av tva vektorer. Den forsta vektorn innehaller alla noder och
deras position i vektorn bestdms av positionen i trddet. Varje nod representeras i sin tur av en
datastruktur som innehaller all n6dvéndig information, sdsom kort ranta, sannolikheter for de
olika mdjliga stegen, lédnkar till nodens soner o.s.v. I datastrukturerna finns édven de olika
parametrar som behdvs vid anpassning av tradet till rdidande markandsdata.

Den andra vektorn ar en heltalsvektor och fungerar som en positionsvektor. I denna vektor
ryms de heltal som utgér index i nodvektorn for de forsta noderna for ett visst tidssteg i trédet.

I syfte att visa hur nodernas placering i nodvektorn och positionsvektorns index bestims
hinvisas till figur 6 i kombination med foljande beskrivning. Numreringen av noderna borjar
med 0. Detta index tilldelas noden (0,0), dvs. den nod som infaller vid modelleringens start.
Nodernas index och position i nodvektorn rdknas sedan upp med ett steg och vid ett nytt
tidssteg tilldelas ndstkommande index till den Gversta nod i detta tidssteg. Position 1 1
nodvektorn kommer darfor att upptas av nod (/,7), nod (Z,0) tilldelas sedan position 2 osv.
Numreringen av noderna fortsatter sedan pd detta sétt till trddets samtliga noder placerats 1
nodvektorn.

Positionsvektorns uppgift r att pa ett smidigt sitt mojliggora for adressering av noderna 1
vektorn. Pa varje position i vektorn, som dr av samma ldngd som antalet steg i tradet, lagras
indexet for den forsta noden for det motsvarande steget. I vektorns forsta position, 0, aterfinns
heltalet 0 som visar att detta dr indexet for den forsta noden for detta tidssteg. P4 motsvarande
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satt lagras heltalet 1 i positionsvektorns position 1 osv. I figur 6 nedan visas hur ett mycket
enkelt triad skulle kunna se ut. Heltalet vid varje nod visar vilken placering 1 nodvektorn som
den aktuella noden lagras pé. For detta trad skulle positionsvektorn fa f6ljande innehall:

[0,1,4]. )

Figur 6. Exempel pd trdd for representation

Forutom de ovan redovisade vektorerna ingér ocksé ett antal andra strukturer och parametrar 1
tridrepresentationen. Antal noder, antal tidssteg och anvédndarens val av modellparametrar ar
exempel pa saker som representeras i det slutgiltiga tradet.

4.3 Funktonalitetskrav

I den firdiga implementeringen ska anvéndaren i Quantlab kunna vilja de ingédende
parametrarna till modellerna. Vidare ska anvéndaren beskriva det instrument som ska
virderas. Forutom start och sluttid for modelleringen anger anvandaren de tider for vilka tidig
inlosen kan ske samt de forutbestimda priser som inldsen kan ske till. Dessutom anges datum
for kuponger samt dess storlek. Antalet steg som den modellerade tidsperioden ska delas in 1
avgor noggrannheten och omfattningen av modelleringen ska ocksa kunna viljas. Anvindaren
ska ocksa vilja vilken rantekurva som modellen ska anpassas efter.

4.4 Programmeringi Quantlab

I Quantlabmiljon resulterar implementeringen i ett antal objekt med tillhérande funktioner. De
viktigaste objekten utgdrs av de olika typer av trdd som kan konstrueras. Objekten hwtree,
bktree och bdttree representerar i tur och ordning trad som resulterar av anviandande av Hull
och Whites modell, Black och Karsinskis modell respektive Black, Derman och Toys modell.
Dessa objekt har sedan ett antal funktioner for virdering av olika instrument, dndring av
ingdende parametrar osv. Dessutom rymmer dessa objekt i sin tur objekt av typen node
motsvarande alla noder i tradet. Nodobjekten innehéller all information som finns lagrad i de
olika noderna och denna information anvinds sdvil vid konstruktionen av trddet som vid
vardering i tradet.

Foljande redovisning ska forhoppningsvis ge en bra bild av hur den fiardiga implementeringen
anvands i Quantlab.

Quantlabs funktonalitet baseras pa ett eget sprék, Qlang, i kombination med ett antal
strukturer. Det &r 1 detta sprak man har tillgdng till de konstruerade objekten. Figur 7 nedan
visar hur Hull och Whites modell representerad i ett trinomialtrdd, Awtree, anvands 1 Qlang.
Funktionen my_tree tar ett antal inparametrar och returnerar ett antal utparametrar. I Quantlab
kommer inparametrarna att matas in via dialogrutor och resultatet kommer att presenteras i en
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tabell. Redovisning av de olika ingdende parametrar foljer nedan i samband med att
inmatningen presenteras. Syftet med den funktion som skapas 1 figur 7 &r att virdera en
callable som beskrivs av anvdndaren. Vidare studeras skillnaden mellan priset pa en callable
och priset pa motsvarande obligation utan mojlighet till tidig inldsen. Pé sé sétt fir man en
uppfattning om vérdet pd premien for mojligheten till tidig inldsen.

I figur 7 ar ett antal positioner 1 Qlangkoden numrerade. Dessa ska med tillhérande
beskrivningar nedan underlétta for 1dsaren att forsta grunderna i hur programmering i
Quantlab fungerar samt hur den fardiga implementeringen dr tinkt att anvéndas. Det forsta
steget 1 programmet &r att initiera funktionen. Detta sker vid markeringen 1 i figur 7.
Beteckningen out anvinds 1 Quantlab for att mojliggora att funktionens resultat kan anvindas
i tabeller eller grafer. Dérefter definieras typen for funktionens resultat. I detta exempel
kommer funktionen att returnera en vektor av tal, vilka 1 Quantlab representeras som
“number”. I funktionsdefinitionen ingér ocksé funktionens namn, “my_hwtree”. Direfter
namnges alla inparametrar som funktionen kréver. Dessa forklaras i samband med att de
anvénds 1 programmet.

Som tidigare behandlats 1 denna rapport anvénder sig den implementerade modellen av den
rddande rantestrukturen som inparameter. Anvéndaren véljer vilken rantemarknad som
modellen ska anpassa till. Detta sker i Quantlab genom att namn pa denna marknad viljs och
fungerar som inparameter till funktionen ”my_ hwtree”. Vid markering 2 i figur 7 tas den
aktuella rantemarknadens namn, som betecknas ¢ n samt datumet for borjan av
modelleringen som dr en annan inparameter, trade d, som inparametrar till Quantlabs
inbyggda funktion bootstrap. Denna funktion skapar en riantekurva fran instrumenten pa den
aktuella rdntemarknaden genom att anvinda sig av bootstrapping. Denna funktion resulterar 1
f r som édr ett objekt av Quantlabtypen fit_result. Typen innehaller all information om den
aktuella rantekurvan. Det resulterande objektet anvédnds senare i1 koden vid konstruktion av
rantetrad. Istéllet for att skapa rdntekurvan med bootstrapping kan ocksa andra, mer
avancerade, metoder anvindas vid konstruktion av ridntekurvorna. Aven dessa funktioner
resulterar 1 objekt av typen fit_reusult.

I ndsta steg av programmet anvinds de tradobjekt som skapats 1 C++ och lidnkats till Quantlab
via dess API. I detta exempel anvdnds Hull och Whites modell. Vid markering 3 1 figur 7
konstrueras tridobjekt och nagra av dess medlemsfunktioner anvénds for vardering. Forsta
momentet bestar i att skapa tradobjektet. Detta gérs genom att anropa funktionen hwtree med
de inparametrar som krévs. Den forsta inparametern ér en vektor med datum for vilka man
vill att noder ska infalla. I fallet med callables utgors dessa av de datum d& mdjlighet till tidig
inlésen finns. I Quantlab representeras datum med den inbyggda datatypen date. Om det
aktuella instrumentet dven har utdelningar under dess 10ptid konstrueras tradet sé att noder
dven finns for de datum da dessa kan ske. Utdelningsdatumen utgdr dédrfor ocksa en
inparameter till tridkonstruktorn. Den tidigare redovisade rantestrukturen, f r, tas ocksa som
en inparameter av funktionen for att kunna anpassa det modellerade tradet till denna. For
konstruktion av tradet anvénds ocksa start och slutdatum for modelleringen, antalet steg i
tridet samt modellparametrarna alpha och sigma som inparametrar.

Efter att tridet konstruerats kan det sedan anvéndas pa olika sétt. I detta exempel skapas tva
trdd med samma inparametrar, first tree och second tree. Det forstndmnda trddet anvénds for
vérdering av en callable med funktionen valuecallable. Denna funktion tar de priser till vilka
tidig inldsen kan ske, strike prices, som en av sina inparametrar. Dessa utgors av en vektor
med tal, number i Quantlab. Dessutom tar funktionen en vektor med storleken av de
forekommande kupongerna (i procent av par) och parvérdet som inparametrar. Det andra
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tridet, second _tree, anvinds sedan for att vardera motsvarande obligation utan mojlighet till
tidig inl6sen. Detta sker via funktionen valuebond. Denna funktion tar samma inparametrar
som valuecallable med undantag for strike prices som inte behdvs nér en vanlig obligation
ska vérderas. Bada dessa funktioner returnerar ett nytt trdd vars noder beskriver réntans
utvecklig och tillhdrande parametrar samt vérdet for det aktuella instrumentet. Dessa trad ges
namnen callable tree respektive bond_tree.

Vid markeringen 4 i programmet i figur 7 ges exempel pd en medlemsfunktion. I detta fall ar
det funktionen nnodes som returnerar antalet noder 1 trddet. Liknande funktioner &r
implementerade for Ovriga parametrar i trédet.

Naésta steg 1 programmet dr att fa fram vérdet pa de viarderade instrumentet. Detta sker vid
markering 5 1 figur 7. Genom att anvinda den funktion, callable tree.node, som tar ett index
som inparameter och returnerar noden med detta index 1 nodvektorn erhélles noden med index
0. Ur denna nod kan man sedan med hjélp av dess medlemsfunktioner f& 6nskad information.
Ur noden for callable tas forst rdntan och sedan instrumentets virde 1 denna nod, cvalue.
Darefter tas vid markering 6 virdet for motsvarande vanliga obligation.

Vid markering 7 1 figur 7 gors en jamforelse mellan de tvd virdena for att fa ett virde pd den
inbyggda optionspremien. Slutligen returneras en vektor med ndgra av de framréknade
viardena. Antalet noder 1 triadet, den korta rdntan i nod 0, callablevérdet, vardet f6r den vanliga
obligationen samt differensen mellan de tva instrumenten returneras i detta exempel.

Expressionl [ ) ] 4 |
out vector{number) ny_hwtrese(number steps, nunber alpha. nunbsr sigma, wector({date) pre_def_ dates.
. vector (numnber) strike prices. wector(date) coupon dates.

vector (nunber) coupon=, curve name c_n. date trade d. date end_d.
nunber par) {

7 fit_result f_r = bootstrap{curve(c_n. trade_d)):
3 hwtree first_tree = hwtrese{pre_def_dates., coupon_dates, f_r, trade_d. end_d. steps. alpha.
=igma);

hwtres callable tres = first_tres. waluscallableistrike prices. coupons, par):

hwtree second_tres = hwtree(pre_def_dates. coupon_dates, f{_r. trade_d. end _d. step=s. alpha.
=igma);

hwtree bond trese = second tres. valusbondi{coupons. par):

a nunber nnodes= first_tree. nnodes;
5 hinode cnode=callable tree node(0):
numnber shortrate=cnode. shortrate;

nunber cvalue=cnode. value;

6 hvnode bnode = bond_ tree. node(0);
nunber bwalue = bnode.wvalue;

7 nunber =pread = bvalue - cvalus;

return [nnodes. shortrate. cwvalus, bvalus. spread]:

h

| | >
Compile: Expressionl

compiling. . .

Expressionl - 0 error(s)

Out |Locals| Globalsl EaIIStackl

Figur 7. Programmering i Quantlab

45 Anvandandei Quantlab
Programmet som presenteras i avsnitt 4.4 beskriver hur trddobjekten ska anvindas vid

programmering i Quantlab. Figur 8 och figur 9 visar den milj6 som anvidndaren mdter och i
vilken de ingdende parametrarna ska véljas. Den enklaste typen av ingdende parametrar dr de
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dér anvdndaren véntas ange tal via inmatning. Dessa ifylles av anvéndaren i dialogrutan.
Antalet steg 1 tradet, steps, alpha och sigma &r av denna enkla typ. I figur 8 ar dessa ifyllda av
anvindaren. Nésta parameter som ska anges dr namnet pa den rdntemarknad efter vilken man
vill anpassa modellen. Valet av detta sker via Quantlabs dialogruta och visas 1 figur 8.
Programmet presenterar de marknader till vilka data finns tillgédngliga och anvindaren kan
vélja mellan dessa.

{H callables - Quantlab 1O =]
File Edit Wiew Insert Table Tools ‘Window Help
sl || i Table1 5 ) ] |
Workspace : :
223 Hi oy _hwtree - 1———————— | pre def d.. | shike prices | coupon_d. |coupons |
To= t I
-{£] Expressionl |

B my_hwitree zlpha |IJ.1
D BOT on = I
1-[17 Examples trade_d [SECAL ~

and d |SEKDEPC
= |SEKDEPOSWAP

SEKFRA =i

SEKSIAR

SEMEH

Recalc 4l I

par

—Recalc all

=

H

Ready @ [ |uum 4
Figur 8. Exempel pd anvindning i Quantlab

| Funckion | Yiew | Time | Description |

Efter att ha valt raintemarknad ska sedan start samt slutdatum for modelleringen viljas. Detta
sker med hjélp av Quantlabs kalenderfunktion och illustreras 1 figur 9.

Niésta steg dr for anvindaren att mata in datum for mdjlig tidig inlésen samt priser till vilket
dessa kan ske. P4 samma sitt anges sedan datum for kupongbetalningar samt dess storlekar.
Dessa parametrar anges i respektive kolumn i den tabell for inmatning som presenteras i
dialogrutan. Genom att l4gga till rader i kolumnerna for inmatning av dessa parametrar styr
anvandaren ocksé antalet datum for mojlig tidig inldsen respektive utdelningar.

Efter att ha valt samtliga parametrar ovan pébdrjas modelleringen. Denna sker efter den
realtidsdata som Quantlab har tillgang till och modelleringen kommer att géras om med
forutbestimda intervall enligt uppdaterade data. Mojligheten finns ocksa att via Quantlab
dndra i de instrument som ligger till grund for den aktuella rantekurvan for att se hur detta
paverkar modelleringen.
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*B callables - Quantlab 10l =l
File Edit Wiew Insert Table Tools window Help
ol | i Table1 =101 x|
Workspace - -
-2 Hid —rmy_hwetree - 1 —————————— | pre: def_d.. stnke_pnces| coupon_d... | Coupong |
T t |
=-[E] Expressianl |

b BTy _hekres iz IIJI—
-1 Tablel sigma IU-UI—
D Examples trade_d Im
end_d Im

TyIdag: 2003-03-13
I7

=

H

Ready @[ um 4

Figur 9. Exempel pd anvindning i Quantlab, fortsdttning

| Function | Yiew | Tirne | Description |

Denna redovisning av anvidndande baseras pa programexemplet i avsnitt 4.4. I
programmeringssteget finns det en stor flexibilitet for anvéndaren att utnyttja modellen pé det
sétt som Onskas.

4.6 Resultati Quantlab

Hull och Whites modell

Resultatet fran det exempel som redovisats 1 avsnitt 4.4 och 4.5 visas 1 figur 10 nedan. Enligt
det program som presenterades i1 avsnitt 4.4 redovisas de returnerade parametrarna i den femte
kolumnen i tabellen, med rubriken my hwtree. Resultatet redovisas i den ordning som
parametrarna returnerats frén programmet. Oversta raden anger antalet noder i tridet, andra
raden réntan 1 den forsta noden, tredje raden priset for en callable, fjdrde raden priset for
motsvarande vanliga obligation och i femte raden redovisas slutligen differensen mellan de
tva instrumenten. Den redovisade differensen visar, som behandlats tidigare, virdet pd den
inbyggda option som finns i instrument av typen callable.
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{H callables - Quantlab ) o ] A
File Edit VYiew Insert Table Tools ‘“Window Help
— : o
e -] Workspace
‘E H'\E vy _hwtree - A - pre_def_d.. | stike_prices | coupon_d... | coupong | my_hwtr.... |

= Expression1 steps |15 20030913 1100 20031013 |1 249,00
T my_htree alpha In’l— 20031113 | 100 20031213 |1 0.04
- 98,27
=] E Tablel e I'J'Jl—
ok my_hwtres - 1 98,60
=3 BK L Ey - 0,33
£ Tablet trade_d [2003-03-13 -]
§ g my_bldree -1
Expressionl end_d [300403-13 -1
-0 BOT T —
-2 Examples
—Recale all
1] |+
’ﬂ | Function | View | Time | Description |
Calculating (& MM .

Figur 10. Resultat, Hull och Whites modell

Black och Karsinskis modell

Anvéandande av Black och Karsinskis modell i den fardiga implementeringen paminner till
mycket stor del av anvidndande av Hull och Whites modell. I figur 11 nedan visas resultatet av
denna modell. Inmatande av parametrarna sker pa samma sétt som i Hull och Whites modell.

{8 callables - Quantlab A = 0] x|
File Edit “iew Insert Table Tools ‘Window Help
= i _Ioix
[t -] Whorks,
__[:TrH\EaCE —rmy_bhtree - 1— pre_def d... | strke_prices | coupon_d... | coupons | my_bktre...l
Ela Bk steps |15 20030313 100 2003-10-13 231,00
E‘E alpha Il— 20031113 1100 20031213 0.04
98,29
H sigma Iu}g 98 60
Ew ISEGO\.-'T -I 0.3
D BDT trade_d |2003-03-13 ..I
(7] Examples
end d |2nn403-13 -I
par |1IJIJ
—Recalc all
Recalc all
’ﬂ | Function | View | Tirme | Descripkion |
Ready ’T ML s

Figur 11. Resultat, Black och Karsinskis modell

Det program, vars resultat redovisas i figuren, &r skrivet pd samma sitt som det som redovisas
for Hull och Whites modell i kapitel 4.4. Den vésentliga skillnaden sker vid markering 3 1
figur 7 ovan. Istillet for att hir skapa objekt av typen hwtree anvinds nu istéllet typen bktree.
I 6vrigt dr programmeringen och anvindandet detsamma.
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Black, Derman och Toys modell

Motsvarande exempel for Black, Derman och Toys modell redovisas i figur 12 nedan. Aven i
detta fall har programmeringen skett pé liknande sétt som i figur 7. I det program som ligger
till grund f6r detta resultat har dock objekt av typen bdttree anvénts istillet for som tidigare
hwtree respektive bktree. Ytterligare en skillnad 1 detta exempel utgdrs av att anviandaren far
mata in diskreta virden ur volatilitetsfunktionen samt dess derivata, ndgot som tas som
inparametrar vid tridkonstruktionen. Resultatredoviningen sker pd samma sitt som tidigare.

#H callables - Quantlab =] 5]
File Edit ‘Wiew Insert Table Tools ‘Window Help
T" iiil Table1 =10l x|
| w e e L ; : ; ;
__[:TH.V\D..aCB — vy _bdteree - 17 pre_def ti.. | shike prices | coupon_d... | coupons | ol | wolprim | my_bdttr... |
Sips |6 20030913 | 100 20030913 |1 0z 05 32,00
L on Im 20031113 | 100 20031113 |1 04 05 0.0z
5 Exprassion] o Iﬁ 05 05 58.25
T 0 |2002-02-12 -
e T mry_bdttree 0E 05 93 60
Tablel end_d |2004-03-13 -1 07 0.5 0.35
iy My_bdttres - 1 par Im— ne 05
-2 Examples
—Recalc all
Recalc all |
i Function | Wiew Time Description
Calculating ’T M 4

Figur 12. Resultat, Black, Derman och Toys modell

4.7 Jamforelser mellan de olika modeller nasresultat

I resultatredovisningarna ovan framgér att de tre modellerna ger nérliggande resultat. Detta
giller under forutsittning att parametrarna véljs pa det séitt som gjorts. Observera att
volatilitetsparametrarna enligt teorikapitlet i de tre modellerna har olika innebdrd. Ingen av
modellerna uppvisar ndgon systematisk skillnad i viardering gentemot nidgon av de andra
modellerna. Detta forutsétter att modellerna anpassas till samma riantestruktur och att samma
uppséttning instrument anvénds vid kalibreringen.

Vid kalibreringen har dock modellerna lite olika egenskaper. Tidigare studier av modellerna 1
deras standardutforande visar att modeller som antar normalfordelade rantor uppvisar en
ndgot snabbare och effektivare kalibrering vid konstanta volatilitetsparametrar. Med
tidsberoende parametrar dr dock inte resultatet lika entydigt. En slutsats som ddremot dé kan
dras &r att kalibreringen kommer att leda till att parametrarna for modeller som antar
lognormalfordelade rantor kommer att variera i mycket storre grad 4n motsvarande parametrar
for modeller med normalfordelade réntor.

4.8 Exempe paytterligare anvandning

De modeller som skapats kan anvindas pd en médngd olika sétt enligt anvindarens 6nskemal. I
detta avsnitt visas hur tradkonstruktion for Hull och Whites modell kan anvédndas for att fi en
uppskattning av olika typer av riskmatt. Figur 13 nedan visar resultatet fran ett program som
syftar till att uppskatta riskmétten hos en callable. Inmatningen kénns till stor del igen fran
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exemplena ovan. | detta exempel anvénds dock dven en parameter sigmadiff for att fa fram ett
virde for ett vegamaétt for instrumentet. Detta matt visar hur differensen mellan en callable
och motsvarande vanliga obligation beror pa fordndringar i den underliggande volatiliteten.
Mittet uppskattas 1 exemplet genom att modelleringen gors om med tva olika varden pa
sigma. I den femte kolumnen med namnet hw_vega presenteras i den forsta respektive den
andra raden vérdet pa differensen for de tvd modelleringarna med en skillnad 1 volatilitet
enligt parametern sigmadiff. Differenserna avrundas vid presentationen i Quantlab och far
darfor samma virde enligt tabellen. Internt lagras dock dessa varden med storre noggrannhet
och 1 den tredje raden visas sedan kvoten mellan skillnaden mellan de tvé differenserna och
skillnaden 1 volatilitet, sigmadiff. P4 s sitt erhdlles en uppskattning av hur differensen, och
ddrmed premien for den inbyggda optionen, beror pa volatiliteten.

Ett annat sitt att uppskatta riskmaétt ur trdd ar att anvénda sig av virdena 1 de olika noderna 1
tridet. Exempel med detta har genomf6rts och dess resultat redovisas i den sjitte kolumnen,
simple hw_greeks. Den forsta raden 1 denna kolumn visar en tolkning av delta for en callable.
I detta fall har delta tolkats som den inbyggda optionens vérde beroende av en vanlig
obligations virde. Mattet som presenteras dr darfor skillnaden mellan optionspremien i tva av
noderna 1 tridets forsta steg dividerat med skillnaden mellan obligationsvérdet i samma noder.
Andra raden ir ett matt som kan sigas utgdra en uppskattning av instrumentets rho. Aven
detta matt fis direkt ur tradets noder. I detta fall berdknas riskmattet som en kvot mellan
differensen av optionsvéardet i tva av det forsta stegets noder och rdntan i dessa noder. Detta
maétt dr dock inte helt rattvisande eftersom det bygger pa de korta rantor som modelleras i
tradet.

{1 callables - Quantlab ] |
File Edit “%iew Insert Table Tools Window Help
— = loix]
| Workspace TR ]| - = - - -
[:l H\E —Comman contrels —— O | Exercise o... | Stike prices | Coupon d... | Couponz | b _weg... | gimpls_... |
[:l BK Staps |5 20030913 100 2003-10:13 |1 0.35 0.51
[:l EDT Alpha I'J'l— 20031113 | 100 20031213 |1 035 2483
=N 4.7
= a Examples o In.m—
H greeks
- I simple_hw_greeks Curve ISEGO\.-'T 'l
L X hw_vega Trade ... [2003-05-13 -1
=] Tablel
E}; simple_hw_greeks - End date |2004-03-13 .[
ol hw_wega- 1 Parf
—hw _wega-1——
sigrnadiff In,uom
—Recale all
Recale all I
= | Funckion igw Time | Description |
Ready (& HUM y

Figur 13. Riskmdtt for modellering med Hull och Whites modell

Ett mer réittvisande matt for rho skull kunna fis om man pa motsvarande sitt som med vega
ovan gjorde om modelleringen for olika riantor. Det bésta skulle di vara att skjuta hela
rantekurvan med ett visst métt och déarefter géra om modelleringen och berdkna rho.
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5 Sutord och fordlag till framtida studier

1 detta kapitel avslutar forfattaren rapporten. Han summerar hdr det genomforda arbetet och
innehallet i denna rapport. Vidare uttrycker han sina egna dsikter om omrdden som skulle
kunna ldmpa sig for fortsatta studier.

Forfattarens forhoppning ér att denna rapport har gett ldsaren inblick i och forstaelse for det
utforda examensarbetet. Han hoppas vidare att ldsaren funnit det genomforda arbetet
intressant och givande och att rapporten visat att syftet med examensarbetet uppnatts.

Arbetet och dess omfattning har till stor del dverensstdmt med de forvintningar som
forfattaren hade vid arbetets start. Tidsatgdngen missbedomdes dock négot och arbetet har
tagit en dryg manad langre &n den ursprungliga planeringen. En viss del av forklaringen till
detta utgdrs dock av att forfattaren under drygt tva veckor var tvungen att géra uppehall i
arbetet till formén for andra studier.

Under examensarbetets gdng har forfattaren anvént de forkunskaper som han hade innan
arbetet paborjades. Dessa har dock endast utgjort en grund och en stor del av examensarbetet
har kommit att bestd 1 att inhdmta ny kunskap. Detta har varit nédvéndigt for att kunna
genomfora modelleringen savdl som implementeringen av modellerna.

Ett omrade inom vilket forfattaren vid arbetets start helt saknade forkunskaper var inom
programmering i C++. Den del av implementering som gjorts 1 C++ dr darfor av
grundldggande karaktir. Med storre erfarenhet inom det aktuella programmeringsspraket
skulle implementeringen eventuellt kunnat genomforas effektivare och resulterat 1
programkod som béttre foljer programmeringspraxis.

Examensarbetet har gett forfattaren en god insikt 1 finansiell modellering, implementering av
modeller samt praktisk anvindning av desamma. Vidare har arbetet inneburit att han fatt
anvédnda och studera en programvara for finansiella marknader, Quantlab. Efter att ha
genomfort detta examensarbete anser sig forfattaren ha en god grund for att kunna genomfora
liknande arbetsuppgifter 1 framtiden.

De nedan presenterade forslagen pa fortsatta studier dr bara tva exempel pd &mnen som skulle
kunna resultera i intressanta studier. Omréadet 4r omfattande och man kan tinka sig ett antal
olika &mnen som kan behandlas.

En naturlig utvidgning av det genomforda arbetet &r en implementering av de foreslagna
kalibreringarna i Quantlab. Tradobjekten kunde d& utdkas med funktioner for kalibrering.
Anviandaren skulle sedan kunna vilja de instrument som skulle fungera som
kalibreringsinstrument och kalibreringen skulle genomforas med hjilp av ndgon
optimeringsfunktion. Aven detta skulle kunna styras av val frin anviindaren. I samband med
detta skulle ocksd kalibreringens effektivitet kunna studeras. Arbetet kunde vidare undersoka
hur val av modellernas volatilitetsparametrar som tidsberoende eller konstanta paverkar
kalibreringens utfall och omfattning. Intressant skulle d& ocksa vara att studera hur olika val
av parametirisering av de ingdende parametrarna paverkar resultatet.

En annan intressant studie skulle vara en undersdkning av ett segment av de finansiella
marknaderna. En sddan studie skulle, med detta examensarbete och andra kéllor som grund,
kunna fokusera pa att studera hur vil marknadspriserna dverensstimmer med de modellerade
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priserna. I en sddan studie kunde ocksa jimforelser mellan olika marknader genomforas for
att se om nagon av de studerade modellerna stimmer béttre Gverens pa nagon viss marknad &n
pa ndgon annan. Om differens foreligger mellan de modellerade priserna och
marknadspriserna skulle det vara intressant att ingdende utreda varfor denna skillnad uppstar
och hur den skiljer sig i storlek mellan olika marknader.
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Bilaga 1

Sannolikhetsber ékningar i Hull och Whites standardalgoritm

(@) (b) (©)

Figur 1. Mojliga metoder i ett trinomialtrdd

Sannolikheterna viljs s att de motsvarar den vantade fordndringen av R och dess varians
under foljande tidsperiod, At. Vidare mdste sannolikheternas summa, som vanligt, uppga till
ett. Dessa tre forhdllanden leder till tre ekvationer som maste vara uppfyllda for
sannolikheterna. Tre obekanta och tre ekvationer resulterar i ett 16sbart system och de olika
sannolikheterna kan berdknas. I fallet d& ”standardmetoden” enligt figur 1 anvénds blir
ekvationerna:

p,AR — p,AR = —ajARAt Ekvation 1
P, AR + pdAR* =0 At +a’ j°AR’ A Ekvation 2
p,tp,tp, =1 Ekvation 3

Genom att anviinda ekvation 4 frdn uppsatsens huvuddel fis AR =30°At . Ekvationssystemet
ovan l6ses med hjélp av detta och 16sningen blir:

—l+ a’j I - ajit

p, = p 5 Ekvation 4
2 aann .

P, = E —a j At Ekvation 5
1 a’ A +ajit .

p, ==t Ekvation 6

6 2

P& motsvarande sitt erhalles ekvationer for de andra mojliga metoderna i figur 1. Losningarna
for ekvationerna om metoden enligt figur 1b anvédnds ger f6ljande sannolikheter:

2 .2 2 .
». :l+a JAtT +ajiAe
6 2

Ekvation 7
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1
D, = —g—azjzAz‘z —2ajAt Ekvation 8
2202 47
Dy :%+ a Atz 3ajAt Ekvation 9

Om metoden enligt figur 1c istdllet anvénds ges foljande 16sningar:

2 27,2 A
D, :%+ a Atz 3aJAt Ekvation 10

1
= —g—azjzAtz +2ajAt Ekvation 11

1 & 20 —ajit
py=_% / /
6 2

Ekvation 12
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Bilaga 2
Sannolikhetsber akningar i den anpassade algoritmen

Som 1 fallet med standardalgoritmen véljs sannolikheterna sa att de motsvarar den forvéntade
forandringen och dess varians under foljande tidsperiod. I detta fall anvénds
rantefordndringens forvintade virde under en period som ger upphov till ekvation 1 nedan
samt forandringen under tva perioder som ger upphov till ekvation 2. De tva ekvationerna
leder tillsammans med det faktum att sannolikheternas summa ska vara ett till
ekvationssystemet bestaende av ekvation 1 —3 nedan.

Jjhx, + M = kix,,, + (pu — Dy )Axl.ﬂ Ekvation 1
V+ (]sz +M)2 = ](Axizﬂ + Zk(pu ~Pa )Axi2+1 + (pu ~ Py )Axi2+l Ekvation 2
pu+pm+pd:1 Ekvation 3

Genom att 10sa ekvationssystemet erhélls ekvationer for de olika sannolikheterna enligt
ekvation 4-6:

vV at+a _
b, = 3 + Ekvation 4
2Axi “ 2
vV at-a .
P, = 3 + Ekvation 5
ZAxi “ 2
_ V 2 .
py =l-——-a Ekvation 6
Nx

i+l

I ekvationerna ovan ges O ur ekvation 7 nedan.

_jAx, + M —kbx,,
a =
Ax

FEkvation 7

i+l
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