NATURVIDENSKABELIG KANDIDATEKSAMEN
VED KOBENHAVNS UNIVERSITET

INVESTERINGS- OG FINANSIERINGSTEORI

4 timers skriftlig eksamen, 9-13, torsdag 6/6 2002.
Ingen hjzelpemidler (blyant & lommeregner dog tilladt). Antal sider i seettet: 4.

Opgave 1

I denne opgave betragtes en 2-periode model for kursen, S, pa en aktie, der i det
betragtede tidsrum ikke udbetaler dividende. Den mulige udvikling er fastlagt ved
nedenstaende gitter. (Med tidspunkter, aktiekurser og sandsyniigheder.) Desuden findes
der et risikofrit aktiv (bankbogen) med en rente pa 4% per periode.
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Spg. l.a [10%]
Vis at denne model arbitragefri og komplet. Bestem det sckvivalente martingalmal ¢)
(fx ved for gitterets knuder at angive betingende springsandsynligheder).

Spg. 1.b [10%)]
Nu betragtes 2 optioner:



i) En call-option pa aktien. Denne call-option har strikekurs (eller: exercisekurs) K
og udlgbstidspunkt (“expiry”) T
i1) En sakaldt lookback-option. Dette er en kontrakt, der pa udlgbstidpunktet 7" ud-

betaler N
( max S(u) — K) ,

0<u<T

hvor K er en konstant (kaldet lookback-optionens strikekurs).

Antag at det for begge optioner geelder at K = 155 og T' = 2.

Bestem arbitrage-fri tid-0 priser for de to optioner. Hvilken er stgrst & hvorfor er det
ikke spor meerkeligt?

Kommenter kort beregningsmeessige forskelle ved beregningen af de to optionspriser,
fx ved at tage udgangspunkt i spgrgsmalet: “Hvilken optionspris tager leengst tid at
beregne i en model med 100 (eller bare 5) perioder? ”

Spg. 1.c [10%)]

Betragt en tid-2 futureskontrakt pa aktien (altsa: futureskontrakten udlgber pa tids-
punkt 2).

Bestem futuresprisen, ®(0;2), pa tidspunkt 0.

Angiv hele dividendeprocessen og prisprocessen for futureskontrakten. Dette kan na-
turligt ggres ved at indtegne veerdierne i et tree. Bemaerk at med “ prisprocessen for
futureskontrakten” menes det belgb, det (pa forskellige tidspunkter) koster at kgbe
futureskontrakten — ikke at forveksle med ®.

Spg. 1.d [10%)]

Velg en af de to optioner fra 1.b og besvar begge nedenstaende to spgrgsmal:

i) Optionen gnskes replikeret vha. en portefglje, der indeholder aktien og bankbogen.
Bestem hvormange aktier denne portefgjle indeholder pa tidspunkt 0. (En perfekt
replikation kraever som bekendt, at portefgljen justeres dynamisk, men beregningen
gnskes kun foretaget for tidspunkt 0.)

i1) Optionen gnskes replikeret vha. en portefolje, der indeholder bankbogen og tid-2
futureskontrakter pa aktien.

Hvormange futureskontrakter indeholder portefgljen & hvormeget investeres i bank-
bogen pa (igen: pa tid 0)?



Opgave 2

Betragt en portefgljevalgsmodel med 2 usikre aktiver (aktier, numereret 1 og 2), hvis
afkastrater har forventede veerdier (1) og kovarianser (X) givet ved:
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Spg. 2.a [10%]

I forste omgang antages modellen ikke at have et risikofrit aktiv. Bestem den kritiske
rand (“the minimum variance portfolio frontier/locus”) og den efficiente rand (“the
efficient frontier”) og veegtene for portefgljerne pa disse. Illustrer grafisk.

Det kan veaere nyttigt at kende disse to matricer:
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Spg. 2.b [10%)]

Betragt en forventet-nytte-maksimerende agent /forbruger/investor, der har flg. nyt-
tefunktion
2 op
urp,0°) =1p = ==,

hvor rp og 0% angiver middelveerdien og variansen for afkastraten pa hans portefolje.
Hvilken portefgjle er optimal for denne investor? Illustrer grafisk & udled en eksplicit
formel (der vil involvere \) for den optimale portefgljes forventede afkastrate, u°, og
forklar hvorfor problemet er lgst, nar blot u°"* er fastlagt.

Som en hjelp til at tjekke dine udregninger, kan det oplyses, at for A = 20 er u?* =
0.11707.

Spg. 2.c [10%)]

Nu indfgres et risikofrit aktiv med en afkastrate pa 0.08 (dvs. 8%). Det oplyses endvi-
dere, at tangentportefoljen har en forventet afkastrate pa 0.11428. Verificer dette. Det
kan ggres enten analytisk eller evt. (naesten ligesa godt) ved en omhyggelig tegning.
En tegning er under alle omstaendigheder en god ide.

Antag tangentportefgljen er markedsportefgljen. Vis at CAPM-relationen holder for
aktiv 1. Er det en overraskelse?



Opgave 3

I denne opgave betragtes Black-Scholes-modellen.

Spg. 3.a [10%]
Black-Scholes formel kan man fx se skrevet som
In(S(0)/K) + (r +02/2)T
Y a—
In(S(0)/K) + (r — o?/2)T
o)

Forklar kort de forskellige symbolers betydning & hvad denne formel udtrykker.

C(S(0), T, 7, K,0) = s<o><1>(

—Ke T (

Spg. 3.b [10%)]

Angiv put/call-pariteten.

Vink: En tegning af pay-off-diagrammet for “call — put” kan maske hjzelpe din hukom-
melse pa gled.

Spg. 3.c [10%)]
Indfgr nu notationen P(S(0),T,r, K, o) for putprisen.
Vis at

C(5(0),T,r,K,—0) = —P(5(0),T,r, K,0). (1)

Vink: Husk at N (0, 1)-fordelingen er symmetrisk omkring 0, sa ®(—z) = 1 — ®(x).
(Og benyt, forstaeligvis, 3.a og 3.b.)

Opgavestillerens bemaerkning: Formlen i ligning (1) kaldes ofte en put/call-dualitet
eller -symmetri. Hvis du savner en “let” finansiel /intuitiv forklaring, sa ma jeg skuffe
dig: Jeg har heller ikke nogen!



