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Abstract

We consider Asset and Liability Management (ALM) for a non-life insurance
company. ALM is a tool for strategic allocation that aims to show how different
allocations affect the result in the annual accounts. For this purpose we determine
the probability distribution of the result and its percentiles at various levels. We
consider two different procedures: simulation of the distribution and approximation
with the normal distribution.

The methods are applied to data from the Swedish insurance company Léansfor-
siakringar Skane. The calculations show that the company even in a worst case has
good margins for its liabilities.

We also investigate the contribution of different factors to the the variance of
the result. For Lansforsdkringar Skane it is the capital return that contributes the
most: the standard deviation for the return is more than three times larger than the
standard deviation for the claims.

Sammanfattning

Detta arbete behandlar Asset and Liability Management (ALM) for ett sakfor-
siakringsbolag. ALM ar ett verktyg for strategisk allokering som syftar till att visa
hur olika allokeringar paverkar resultatet i bokslutet. For detta dndamal vill man
bestamma sannolikhetsfordelningen for resultatet och beridkna percentiler pa olika
nivaer. Vi utreder tva olika tillvigagangssatt for detta: simulering av fordelningen
respektive approximation med normalférdelningen.

Metoderna tillampas pa data fran Lansforsakringar Skédne. Berdkningarna visar
att bolaget dven i ett varsta fall har goda marginaler att klara sina forsdkringsata-
ganden (hog konsolideringsgrad).

Vi underséker ocksa de olika faktorernas bidrag till variabiliteten i resultatet.
For Léansforsakringar Skane &r det kapitalavkastningen som bidrar mest: standard-
avvikelsen for avkastningen ar mer &n tre ganger sa stor som standardavvikelsen for
ersattningskostnaden.

*E-post: nsv@spray.se. Handledare: Esbjorn Ohlsson.






Forord

Detta arbete utgor ett 20 poangs examensarbete i matematisk statistisk och har utforts pa
Lansforsakringar Kapitalforvaltning AB (& numera avvecklat) i Stockholm.

Upptakten till arbetet var ett forslag fran Andreas Hansen, da analytiker pa LF Kapital-
forvaltning AB, att som examensarbete vidareutveckla en befintlig modell for Asset and
Liability Management for att kunna anvéandas pa de regionala lansforsakringsbolagen.

Analysen i foreliggande arbete ar att se som en pilotstudie och avser Lansforsékringar
Skane. For att skydda Lansforsakringars intressen har dock de numeriska vardena modi-
fierats.

Stort tack till Andreas Hansen, min handledare pa LF Kapitalforvaltning AB, som har
gett mig mojligheten att utfora detta arbete. Stort tack dven till Esbjorn Ohlsson, min
handledare pa matematiska institutionen vid Stockholms Universitet, som har hjalpt till
i processen med detta arbete. Slutligen tack till Hakan Pramsten, aktuarie vid avdelning-
en for Forsakringsekonomi pa Lansforsakringar Sak AB, som bidragit med nodvandiga
datamaterial.
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1 Inledning

1.1 Asset and Liability Management

Asset and Liability Management (ALM) & ett verktyg for strategisk allokering vid ett
forsakringsbolag. Med strategisk allokering menas hur fordelningen av bolagets kapital
skall goras mellan olika tillgangar. Grundldggande for ALM & att det & en
framéatblickande process och i detta arbete ar tidshorisonten satt till ett ar.

Vilken adlokering bolaget ska vélja beror pa flera saker. Vilka riskpreferenser har
bolaget? Hur &r forsakringsrorel sens stabilitet, ger den stora avvikande utfall fran ar till
ar? Hur riskfyllda &r olika placeringstillgangar? Den strategiska allokeringen paverkar i
hog grad nasta ars resultatrakning, vilket i sin tur paverkar forsakringsrorelsen. En
starkt resultatrdkning ger utrymme for sankningar av premierna medan en svag
resultatrdkning kan resulterai hojda premier.

ALM skavisa hur olika allokeringar paverkar resultatrakningen, och darigenom fungera
som "vagledning” for beslutsfattare vid forsakringsbolaget. ALM &r tillampbart bade pa
livforsakringsbolag och sakforsakringsbolag, i detta arbete behandlas dock enbart ALM
for sakforsakringsbolag.

Nagot forenklat kan resultatet beréknas enligt
resultat = premieintakt + kapitalavkastning - ersattningskostnad - driftskostnad (1.1)

och det & denna modell som kommer att tillampas i denna studie. Premieintakten &r den
del av premieinkomsten som avser rakenskapsaret. Premieinkomsten i sin tur & de
premier forsakringstagarna betalar in under é&ret. Kapitalavkastningen & den
vinst/forlust som genereras i och med att vardet pa tillgangarna forandras med tiden.
Erséttningskostnaden & det belopp som bolaget betalar ut till sina kunder for de skador
de drabbas av under rakenskapsdret inklusive avsattningar for okanda respektive g
Slutbetalda skador. Driftskostnaden, slutligen, & de kostnader bolaget har for admini-
stration, skadereglering m m.

1.2 MA& och metoder

Malet med detta arbete &r att bestdmma percentiler pa olika nivaer for resultatet enligt
(1.1). Av storst intresse & de |agre percentilerna som ger en bild av hur bolagets resultat
kan komma att bli som samst. For at fa fram percentilerna maste
sannolikhetsfordelningen for resultatet bestdmmas. Sannolikhetsfordelningen  for
resultatet bestdmms i sin tur av sannolikhetsfordelningarna for de bakomliggande



variablerna: premieintékt, kapitalavkastning, erséttningskostnad samt driftskostnad. |
denna studie kommer dock endast kapitalavkastningen och erséttningskostnaden att
betraktas som stokastiska variabler medan premieintdkten och driftskostnaden
behandlas som deterministiska. Anledningen till att premieintékten och driftskostnaden
inte behandlas som stokastiska variabler &r att de inte beddms bidra lika mycket till
osakerheten som kapitalavkastningen och erséttningskostnaden.

Sannolikhetsfordelningarna for kapitalavkastningen och ersattningskostnaden bestams
analytiskt. Beroende pa hur fordelningarna for dessa ser ut bestams i sin tur
sannolikhetsfordel ningen for resultatet bade analytiskt och genom simulering.

1.3 Data

Kapitalavkastningen har beréknats med hjdp av data for veckoslutkurser mellan 1999-
01-08 och 2002-01-31 pa de fonder som Lansforsakringar fondforvatning AB
tillhandahaller.

For att skatta parametrarna i sannolikhetsfordelningen for erséttningskostnaden har tva
datamaterial anvands. Det ena materialet bestr av ersdttningskostnader for enskilda
skador uppdelade p& de skadegrenar for vilka Lansforsakringar Skéne stédler ut
kontrakt. En observation & den bruttokostnad som traffar bolaget. Det betyder att for
varje enskild ersdttningskostnad & gavrisken avdragen men kostnader som overstiger
sidvbehallen medtagna. | de fall dar skador inte &r slutreglerade har uppskattade vérden
anvants. Det andra materialet bestdr av antalet kanda skador som inrapporterats till
bolaget. Bada datamaterialen tacker riskaren 1991-2000.

For premieintakten och driftskostnaden anvénds de senast kdnda vérdena, i detta fall
vardenavid bokslutet ar 2001.



2 Ersattningskostnad

Den totala ersattningskostnaden kan delas upp pa olika skadegrenar beroende pa vilken
dlags egendom erséttningen géller for. De skadegrenar som kommer att behandlas i
detta arbete &r: hem, villa, villahem, fritidshus, fastighet, lantbruk, paket, foretag, affar,
kombinerad, smaftretag, kommun, bat, olycksfall och motorkasko. Motorkasko
innefattar bade delkasko och vagnskada. D& LF Skéne € har koncession pa
trafikforsakring finns sddan inte med.

Fordelningarna for skadegrenarna kommer att bestammas var for sig. Under antagandet
att grenarna ar oberoende av varandra sa kommer sedan fordelningen for den totala
ersattningskostnaden att bestammas. Om inget annat sags sa betraktas fortsattningsvis
en godtycklig skadegren.

Den modell som kommer att anvandas benamns inom sakforsakring den kollektiva
modellen och i den bortser man fran vilka forsakringstagare som drabbas av skador och
betraktar endast foljden av skador som drabbar skadegrenen. Om N betecknar det
totala antalet skador som intréffar och X, det erséttningsbelopp man betalar ut for
skada i , sd kommer erséttningen for skadegrenen att bli

S=3 X (2.1)

Qo

{0l
[y

S sags ha en sammansatt fordelning eftersom det & fordelningen for summan av ett
stokastiskt antal stokastiska variabler.

Genomgdende antar vi att { X,} & oberoende, likafordelade stokastiska variabler och
att dessa & oberoende av den stokastiska variabeln N . Giltigheten i detta kan
naturligtvis diskuteras. Oberoendet mellan N och {X,} kénns intuitivt, hur manga
skador som tréffar skadegrenen skall rimligen inte paverka hur stort belopp som betalas
ut for en enskild skada eller vice versa. Antagandet om oberoende variabler { X, } kan
ibland vara svérare att motivera, exempelvis vid naturkatastrofer.

De sannolikhetsfordelningar som kommer att anvéndas i detta kapitel finns beskrivna i
appendix A.1.



2.1 FOrdelningar for antalet skador

De sannolikhetsférdelningar som ofta anvands for antalet intréffade skador, N ovan, &
Poissonfordelningen och den negativa binomialfordelningen. Eftersom skador ofta
intréffar en och en (undantaget naturkatastrofer) och antalet skador som intréffar under
en tidsperiod inte paverkar antalet skador som intraffar under en annan tidsperiod sa ar
villkoren for en Poissonprocess for det mesta uppfyllda. Poissonférdelningen ar darfor
en rimlig fordelning att anvanda.

Det & inte ovanligt att det finns bakomliggande faktorer som paverkar intensiteten med
vilken skador intréffar. Genom att betrakta parametern i Poissonférdelningen som en
stokastisk variabel kan man ta hand om fluktuationer i intensiteten. Den negativa
binomialférdelningen fas da man antar att parametern har en gammafordelning. Av
erfarenhet har det visat sig att gammafordelningen & rimlig att anvanda.

2.1.1 Parameterskattningar

Som namndes i inledningen tacker datamaterialet riskdren 1991-2000. For antalet
skador betyder det att det finns tio observationer for varje skadegren. En komplikation
& dock att riskexponeringen skiftar mellan aren, d.v.s. antalet kontrakt som
forsakringsbolaget tagit pa sig att tacka kostnaderna for skiftar fran &r till ar. Nar
parametrarna i Poissonférdelningen och den negativa binomialfordelningen skattas
maste detta beaktas. Genom att skatta parametrarna da riskexponeringen &r lika med ett,
da endast ett kontrakt & gélande, och sedan multiplicera skattningarna med den
forvantade riskexponeringen for det kommande rakenskapsaret s fas en riktig skattning
av parametrarna. Som skattning pa den forvantade riskexponeringen har det senast
kanda vardet anvants, i dettafall vardet for ar 2000.

Som vi skall se i nasta avdelning har parameterskattningarna for de fordelningar som
kommer att behandlas dér gjorts med nollskadorna bortplockade fran datamaterialet. For
att inte fa missvisande véarden pa ersattningskostnaden maste nollskadorna tas bort &ven
da parametrarna skattas hér.

Lat | beteckna parametern i Poissonfordelningen. Om m betecknar parametern da
exponeringen &r lika med ett och w betecknar den férvantade riskexponeringen, det vill
saga antalet kontrakt, sa galler det att | = nw . For Poissonfordelningen géler det att
maximum-likelihood-skattningen av m & (se Blom [2] sid. 72)

=

0

ax
m= 1%61 = % , (22)
aw

i=1

dar x, och w; betecknar antalet skador respektive riskexponeringen for ar i .
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Ld& nu a och b beteckna parametrarna i den negativa binomialfordelningen.
Parametriseringen foljer den som beskrivs i Johansson [4] och det géller att a1 R*.
Om a, och b, betecknar respektive parameter da riskexponeringen &r lika med ett sa
géller det att a =a ,w och b =b,. Att baraa, multipliceras med w ochinte b, beror
pa att den senare & en formparameter medan den tidigare & en skalparameter.
Maximum-likelihood-skattningen av a, fds som den numeriska losningen till
ekvationen (se appendix A.2)

¥ %t 1 X OF
Qw3 —— =loggl+——23 w, (2.3)
i=1 k=0 oW + k gl a w oV @i=1
och maximum-likelihood-skattningen av b, blir dérefter 60 = ao_
X

2.1.2 Berdknade skattningar och statistikor

Nedan redovisas tva tabeller, den forsta for Poissonfordelningen och den andra for den
negativa binomiafordelningen, med forvantad riskexponering, berdkningar av
ovanstéende parameterskattningar samt berékningar av vantevarde, standardavvikelse
och empirisk standardavvikelse for respektive skadegren.

Forvéantad A Standard- Empirisk
Skadegren exponering I Vantevarde avvikelse standardavvikelse

Hem 01 65 513 6117.06 6117 78 531

Villa 02 6431 404.79 405 20 134

Villahem 03 41 494 6274.64 6 275 79 1193
Fritidshus 04 9 020 417.27 417 20 135
Fastighet 05 2476 307.15 307 18 80

Lantbruk 06 14 036 2056.42 2 056 45 1152
Paket 07 1502 199.67 200 14 23
Foretag 08 2183 63.05 63 8 26
Foretag 09 770 30.75 31 6 20
Affar 11 1336 166.38 166 13 34
Kombinerad 12 5683 733.35 733 27 127
Sméforetag 13 2025 109.33 109 10 23
Kommun 14 83 261.54 262 16 406
Bat 20 1716 84.30 84 9 19
Olycksfall 30 36 911 1382.54 1383 37 64

Motor 40 129 161 10506.91 10 507 103 3727

Tabell 2.1 Foérvantad riskexponering, parameterskattning samt vantevarde, standardawikelse och
empirisk standardawvikel se for respektive skadegren under Poissonférdelningen.
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Forvantad A ~ Standard- Empirisk
Skadegren exponering a b Vantevarde  avvikelse standardavvikelse

Hem 01 65 513 161.989 0.026 6117 487 531

Villa 02 6431 14.522 0.036 405 108 134

Villahem 03 41 494 37.428 0.006 6 275 1029 1193
Fritidshus 04 9020 14.475 0.035 417 112 135
Fastighet 05 2476 22.123 0.072 307 68 80

Lantbruk 06 14 036 5.588 0.003 2 056 871 1152
Paket 07 1502 158.753 0.795 200 21 23
Foretag 08 2183 8.062 0.128 63 24 26
Foretag 09 770 3.429 0.111 31 18 20
Affar 11 1336 31.139 0.187 166 32 34
Kombinerad 12 5683 36.990 0.050 733 124 127
Sméforetag 13 2025 31.784 0.291 109 22 23
Kommun 14 83 0.636 0.002 262 328 406
Bat 20 1716 28.878 0.343 84 18 19
Olycksfall 30 36 911 832.193 0.602 1383 61 64

Motor 40 129 161 3.374 0.000 10 507 5721 3727

Tabell 2.2 Foérvantad riskexponering, parameterskattningar samt vantevarde, standardawikelse och
empirisk  standardawikelse for respektive skadegren under den negativa
binomial férdel ningen.

2.1.3 Va av moddll

Tittar man pa tabellerna ovan sA ser man att vantevardena & lika medan
standardavvikelserna skiljer sig . Den negativa binomialfordelningen har hogre
standardavvikelse an  Poissonfordelningen  for samtliga  skadegrenar. Da
standardavvikelsen i den negativa binomiaférdelningen stammer béttre 6verens med
den empiriska standardavvikelsen anses den negativa binomialférdelningen mest rimlig
och kommer i fortsattningen uteslutande att anvandas.
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2.2 Fordelningar for enskilda ersattningsbel opp

Det finns en rad foreslagna sannolikhetsfordelningar for att beskriva de enskilda
ersattningsbeloppens storlek. | detta arbete har tre fordelningar jamforts for varje
skadegren:  Paretofordelningen,  lognormalfordelningen  samt  den  inversa
normalfordel ningen.

For att avgora vilken parametrisk fordelning som passar bast har
fordelningsfunktionerna for dessa jamforts med den empiriska fordelningsfunktionen
med avsikten att valja den parametriska fordelning vars funktionsgraf bast stammer
Overens med den empiriska fordelningens graf. Det & inte ovanligt att en parametrisk
fordelning passar brai ett intervall och en annan foérdelning i ett annat intervall. | de
flestafall har da en samlad bedomning gjorts 6ver samtligaintervall. | nigrafall har det
varit svart att avgéra om nagon av fordelningarna & savklart béttre én de andra
Anpassningen i de hogre intervallen har da blivit utsagsgivande med tanke pa att
skador med stora erséttningsbel opp ibland kan sta for en stor del av en skadegrens totala
erséttningskostnad varfor god anpassning i de hogre intervallen &r viktig.

| appendix A.3 redovisas graferna for samtliga skadegrenar, uppdelade paolikaintervall
som framg& av figurerna. For alla skadegrenar utom en har antingen
Paretofordelningen  eller lognormalfordelningen  ansetts ha bést  anpassning.
Paretofordelningen har valts for skadegrenarna: villahem, lantbruk, paket, foretag,
kombinerad, smaforetag samt olycksfall. Lognormalfordelningen har anvants for
skadegrenarna: hem, villa, fritidshus, fastighet, foretag, affar, ba samt motor.
Avslutningsvis har den inversa normalférdelningen valts for skadegrenen kommun.

2.2.1 Parameterskattningar

Under 1998 inforlivades forsakringsbolaget Wasa i Lansforsakringar vilket medforde att
sammanséttningen av forsakringsbestandet forandrades for vissa skadegrenar. Pa grund
av detta har endast data for riskaren 1999-2000 anvéants for att skatta parametrarna.
Vidare & datamaterialet korrigerat vad gdler inflation.

Manga av skadorna i datamaterialet & s k nollskador, av ndgon anledning har inte
nagon ersittning betalats ut i dessa fall. For samtliga sannolikhetsfordelningar ovan
gdler att de inte & definierade i origo, d.v.s. de har ingen sannolikhet for utfalet x £ 0.
Nollskadorna plockas darfor bort och parametrarna skattas pa det reducerade materialet.

For samtliga fordelningar har maximum-likelihood-metoden anvénts for att skatta
parametrarna. | appendix A.1 beskrivs hur skattningarna har berdknats.
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2.2.2 Modifiering

Varje observation i datamaterialet & den bruttokostnad som bolaget betalar, d.v.s.
erséttningar som overstiger salvbehdlen i avgiven aterforsakring & medtagna. | detta
arbete & dock endast nettokostnaden av intresse. For att inte fa fel uppskattning av
vantevarde, standardavvikelse och skevhet maste en viss modifiering till.

La F beteckna fordelningsfunktionen for nadgon av de ovanstdende fordelningarna.
Nettokostnaden som bolaget betalar & min(c,x), dar c betecknar excesspunkten.
Fordel ningsfunktionen for nettokostnaden kan nu uttryckas som

G(xX) = l (2.4)
|

det vill séga som fordelningen for bruttokostnaden men nu trunkerad i excesspunkten.
Det ska dock fortydligas att parameterskattningarna har gjorts pa det otrunkerade
datamaterialet. Momenten kring origo kan generellt berdknas som

E(min(c, X)*) = Cc‘yk f (x)dx+c(1- F(c)), (2.5)

0

vilka sedan kombineras for att berékna vantevéarde, standardavvikelse samt skevhet. |
appendix A.4 redovisas ndrmare berakningar av momenten for varje fordelning.

2.2.3 Berdknade skattningar och statistikor

| foljande tabell presenteras, for varje skadegren, antalet observationer som
parameterskattningarna har baserats pa, vilken férdelning som bast anses beskriva de
enskilda ersdttningsbeloppens storlek, véarden pa parameterskattningarna samt
berékningar av vantevarde och standardavvikelse.
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Antal Anpassad Standard-

Skadegren | observationer fordelning Param. 1 Param. 2 | Vantevarde avvikelse
Hem 01 11 626 LogNormal 8.159 1.201 7184 12 909

Villa 02 975 LogNormal 8.993 1.283 18 323 37 451
Villahem 03 19722 Pareto 6918 1.732 9 402 43 965
Fritidshus 04 1354 LogNormal 8.798 1.270 14 819 29 686
Fastighet 05 850 LogNormal 9.684 1.355 40 177 91 622
Lantbruk 06 7625 Pareto 14 427 1.107 67 953 392 363
Paket 07 572 Pareto 28 964 1.591 47 461 189 028
Foretag 08 126 LogNormal 9.672 1.274 35740 71981
Foretag 09 105 Pareto 5009 0.853 70 168 511 859
Afféar 11 323 LogNormal 9.433 1.241 27 006 51712
Kombinerad 12 1739 Pareto 35623 1.674 51 680 186 668
Sméforetag 13 142 Pareto 31 286 1.995 31350 92 330
Kommun 14 2028 InvNormal 18 897 0.031 18 897 107 644
Bat 20 157 LogNormal 9.018 1.463 24 041 65 274
Olycksfall 30 2710 Pareto 8 026 2.407 5702 13221
Motor 40 31510 LogNormal 7.771 1.412 6 430 16 201

Tabell 2.3 Resultat for enskilda ersittningsbelopp for respektive skadegren: antal observationer
skattningarna baseras pa, anpassad fordelning, parameterskattningar samt vantevarde och
standardawvvikel se.
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2.3 FOrdelning for den total a erséttningskostnaden

Det gar rent teoretiskt att bestamma den sammansatta férdelningen for erséttningen S i
(2.1) exakt men praktiskt blir berdkningarna ofta tidskravande. D& det finns bra
approximativa modeller att tillga & det inte modan vart att utféra de mer tidskréavande
berékningarna. Den approximativa modell som kommer att anvandas i detta arbete gar
under bendmningen NP-approximation (Normal Power).

NP-approximationen bygger pd normalfordelningen, men da den sammansatta
fordelningen oftast & skev och normalfordelningen ar helt symmetrisk maste den senare
justeras ndgot. Om Z1 N(0,) soker man en transformation v(Z) sA att férdelningen

for denna liknar fordelningen for den standardiserade variabeln S. | NP-
approximationen &r funktionen v polynomet (se Johansson [4] sid. 99)

V(x) = x+%(x2 _ ), (2.6)

dér g betecknar skevheten. Fordelningsfunktionen for S blir nu

G(x) = P(SE£ x)

= pfE- Mg X2 M9 Paiﬁvlae( T
e s S g %
. 6
=F§/'1€9( meo_ - \/_2+6(X m,q. 32 2.7)
e S gy g g gﬁ

En tumregel enligt Daykin [3] & att noggrannheten hos NP-approximationen &r
godtagbar om g <1.2.

For att bestdmma parametrarna i NP-approximationen maste vantevardet, variansen
samt skevheten for S bestdmmas. Under antagandet ait N &r oberoende av variablerna
{X,} samt att dessa i sin tur & oberoende och likafordelade sa géller det att (se
Johansson [4] sid. 72)

= E(S) = E(N)E(X) (2.8)
2:=Var(S) =Var(N)E(X)? + E(N)Var (X) (2.9)

Skevhet(N)E(X)® +3Var (N)Var (X)E(X) + E(N)Skevhet(X)

(2.10)
(Var (N)E(X)? + E(N)Var (X))

g := Kevhet(S) =
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Ld nu S, i=1...,16, beteckna ersittningskostnaden for skadegren i. Den totala
ersattningskostnaden som efterfrégasi (1.1) i det inledande kapitlet berdknas nu enligt

16

Under antagandet att erséttningskostnaderna for skadegrenarna & oberoende av
varandra kan NP-approximationen anvandas &ven for den totala erséttningskostnaden
S - Parametrarna blir

My = E(Sy) =& E(S) (2.11)
S 2, =Var(S,) = 4 Var(s) (212

1 2 16
ks+ks +...+k;

(k;+k22+...+k;6)%

O = Skevhet(Sy) = (2.13)

dar k} och k. betecknar andra respektive tredje centralmomentet for skadegren i. For
hérledning av g,,, se appendix A.5.

2.3.1 Berdknade statistikor

| tabell 2.4 nedan redovisas berakningarna av véntevarde, standardavvikelse och skevhet
enligt (2.8) —(2.10) ovan for samtliga skadegrenar samt berdkningarna av dito storheter
for den totala ersattningskostnaden enligt (2.11) — (2.13).
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Standard-

Skadegren Vantevarde avvikelse Skevhet
Hem 01 43 946 509 3641 089 0.018
Villa 02 7 417 230 2119 469 0.095
Villahem 03 58 994 372 10 279 616 0.053
Fritidshus 04 6 183 636 1760 953 0.089
Fastighet 05 12 340 406 3155598 0.147
Lantbruk 06 139 740 723 61 813 421 0.101
Paket 07 9476 481 2854814 0.099
Foretag 08 2253571 1018 424 0.293
Foretag 09 2157 886 3093015 0.571
Affar 11 4 493 326 1102114 0.171
Kombinerad 12 37 899 849 8 145 205 0.153
Sméforetag 13 3427 546 1187 051 0.233
Kommun 14 4942 224 6 442 433 0.265
Bat 20 2026 672 741710 0.249
Olycksfall 30 7883023 601 067 0.051
Motor 40 67 557 371 36 824 891 0.003
Totalt 410 740 824 73 780 681 0.060

Tabell 24 Satistikor for ersattningskostnaden for respektive skadegren och for samtliga skadegrenar

totalt.

Notera att samtliga skevheter & mindre @n 1.2, vilket var Daykins [3] tumregel pa att

noggrannheten hos NP-approximationen &r godtagbar.
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3 Kapitalavkastning

K apitalvkastningen & forandringen av vardet pa bolagets samlade tillgangar, portfdljen,
dver en viss tidsperiod. Tillgangarna som LF Skane placerar sina pengar i delas upp i
omradena: svenska aktier, europeiska aktier, asiatiska aktier exklusive japanska aktier,
japanska aktier, nordamerikanska aktier, aktier i Lé&nsforsékringar AB (LFAB),
fastigheter, obligationer samt likvida medel.

Av intresse & att bestémma fordelningen for kapitalavkastningen for att i nasta kapitel
kunna bestdmma fordelningen for resultatet enligt (1.1). Vi kommer hér att bestémma
fordelningen for avkastningen indirekt via férdelningen for det bakomliggande véardet
pa portfdljen. Tva modeller for vardeutvecklingen pa en enskild tillgang kommer att
undersbkas varav den ena senare kommer att anvandas. Bada modellerna finns
beskrivnai Luenberger [5] och géller i diskret tid.

Om A(T), i=1...,9, betecknar véardet pa en enhet av tillgang i vid utgangen av
rakenskapsaret sa blir vardet pa portfoljen vid utgangen av aret

V(T)=§ hA() (3.1)

i=1

dér h betecknar antalet enheter av tillgang i . Oftast arbetar man dock med de relativa
vikterna, allokeringen, w. =h A (0)/V(0), d.v.s. den andel av det totala vardet som
placerasi tillgang i. A (0) och V(0) & véardenavid ingangen av aret och betraktas som
kanda. Uttryckt i w blir véardet pa portfoljen

V=V w % (32)

FOr resultatrékningen i nésta kapitel & den forvantade avkastningen och dess
standardavvikelse av intresse. Vi aterkommer med berékningarna av dessa langre frami
detta kapitel efter det att fordelningen for vardet pa portfoljen bestamts.
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3.1 Modeller for vardeutveckling

3.1.1 Additiv modell

| den additiva modellen utvecklas véardet patillgang i enligt
AK+D=AK+u(k k=012..T-1 (3.3)

det vill séga vardet vid den nyatidpunkten, k +1, beror endast av vardet vid den senaste
tidpunkten samt en variabel u, som betraktas som stokastisk. Dessa variabler,
{u(k),k=0,1,2,...,T - 1}, antas vara oberoende och likafdrdelade med vantevarde m)
och varians s *. Genom att rekursivt utveckla (3.3) erhdlls

AT)=A©0)+U (0)+U, (M) +U (D) +...+y (T - 1) (34)

Av centrala gransvardessatsen foljer nu att A (T) & approximativt normalfordelad med
parametrarna, tillika vantevarde och varians, A (0)+mT och s T. For vérdet pa
portféljen, V(T), gédller nu att det & approximativt normalférdelat eftersom en
linjarkombination av approximativt normalférdelade stokastiska variabler ocksa ar
approximativt normalfordelad.

Om r; betecknar korrelationskoefficienten mellan tillgdngarna i och j, sa fés med

hjélp av (3.2) och nyss namnda vantevarde och varians att vantevardet och variansen for
vardet pa portfoljen &

_vod w EAM) mT 9
E(V())=v(Oa w =V(0 35
vm)=voaw=ro angl NCE (35)
v 2V (Am), Cov(A (M), A (M)o
Var (V(T))=V(0 ww, :
VM) =VOE w0 F 2 &L o
VO A w ST 422 8 ww ryVar (A M)Var (A (T)) ¢
g= A0 A(0)A, (0) o
VO R w ST 423 & ww, 9212 70 (36)
A g A AOA 0 '
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3.1.2 Multiplikativ modell
| den multiplikativa modellen utvecklas véardet patillgang i enligt
AK+D=v.(KAK k=012..T-1 (3.7)

dar v, betraktas som en stokastisk variabel som driver utvecklingen. Genom att
logaritmera (3.7) erhdlls

INA(k+1) =InA (k) +Inv, (k) (3.8)
det vill sdga den multiplikativa modellen har fétt den additiva strukturen (3.3), men
istdllet for en modell for sdva vardet pa tillgangen erhdlls en modell for det
logaritmerade vérdet. L&t nu Inv, varalikamed u,. Precis som i den additiva modellen

antas variablerna {u, (k),k=0,1,2,...,T - 1} vara oberoende och likaférdelade med
vantevarde m och varians s >. Rekursiv utveckling av (3.8) ger att

INA(T) =InA(0)+u (0)+u (D) +u (2) +...+u (T - 1) (3.9)

Av centrala gransvardessatsen foljer nu att InA (T) & approximativt normalfordelad
med parametrarna InA (0)+mT och s’T. Det betyder i sin tur att A(T) &
approximativt lognormalfordelad med samma parametrar. Vantevardet och variansen
for A (T) kan erhdllas via den momentgenererande funktionen for normalfordel ningen.
Oom X1 N(ms 2) sa ar den momentgenererande funktionen (se Johansson [4] sid. 35)

M, ()= E[e*)= ™™ (3.10)

Momenten fér A (T) & nu
e(am)=lens ) )= efena)

=exp|(in A (0)+mT )k + 12Tk} = A (0) exp{mk +1s2k?JT}  (3.11)
och vantevérdet och variansen blir
E(AM)=E(AT))= A @ =T (3.12)
var(A ()= E(A M)?)- E(AM)’

= A (0)2ekn =l A (0)2ebm=l = A (@2l (e - q) (3.13)

Om r; betecknar korrelationskoefficienten mellan tillgangarna i och j, si fas med
hjadp av (3.2), (3.12) och (3.13) att vantevardet och variansen for vardet pa portfoljen ar
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evm)=vod w EAD) _y g4 yensm (3.14)

i=1 A(O) i=1
& 2 Var(AM) e s Cov{A (T), A (T)o
varlVM)=vOEa W g 2R A g g %
:V(O)Zéaag \NiZe(2m+si2)T (esizT _ 1)
€i=1
o g r y Var (A (T)Var (A, (T)) 8
+2aai<j\Nin

AOA©O)

:V(O)Z?ag er(zms?)T(es?T - 1)
ei=1

+ Zé équin i e(m+mj U (eSiZT } 1)E (es " 1)53 (3.15)

Under den multiplikativa modellen géller att vardet pa portféljen V(T) sdledes & en
linjdrkombination av approximativt lognormalfordelade stokastiska variabler med
vantevarde som i (3.14) och varians som i (3.15). Att finna ett analytiskt uttryck pa
fordelningen for denna linjarkombination ar dock svart.

| Abu-Dayya [1] finns en metod beskriven som gar under namnet Wilkinson’s metod,
dér summan av ett antal lognormalfordelade stokastiska variabler approximeras med en
variabel som ocksa & lognormalfordelad. Parametrarna i den approximerande
lognormalférdelningen fas sedan genom att matcha de tva forsta teoretiska momenten
med de tva forsta momenten for summan av de lognormalfordelade variablerna. |
artikeln har metoden anvants inom telekommunikation och jamforts med en ssmulerad
fordelning. Overensstdmmelsen mellan det approximerade resultatet och det simulerade
&r riktigt bra. Wikefeldt [7] har anvant metoden for vardet pa en portfdlj av tillgangar
och jamfort med ett simulerat resultat. Aven har &r dverenstammelsen god.

Vi ska begagna oss av denna metod hér, d v s vi approximerar fordelningen for vardet
pa portfoljen med lognormalférdelningen. L& m, och s’ beteckna de sokta
parametrarna i den approximerande lognormalfordelningen. Om m, och m, betecknar
forsta respektive andra momentet for linjarkombinationen av de approximativt
lognormalférdelade stokastiska variablerna ovan s & m, lika med E(V(T)) enligt
(3.14) och m, likamed Var(V(T))+ E(V(T))? enligt (3.14) och (3.15). Sétter vi nu de
teoreti ska momenten likamed m, respektive m, safar vi ur (3.10) att

(3.16)
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och l6ser vi nuut m, och s > erhdls dutligen (se Abu-Dayya[1])

m, =2lnm, - 2Inm,

3.17
sZ=Inm,- 2Inm, (3:17)

N
Ve
T

3.1.3 Va av modell

Den additiva modellen har tva nackdelar som gor den mindre rimlig som modell for
vardeutvecklingen pa en tillgang over en langre tidsperiod. For det forsta &r
standardavvikel sen densamma oavsett vad vardet & patillgangen. Mer rimligt & det om
standardavvikelsen &r proportionell mot vardet pa tillgangen som i den multiplikativa
modellen. For det andra kan normalfordelade variabler anta negativa varden vilket
innebér att vardet patillgangen i teorin kan bli negativt. | verkligheten blir véardet aldrig
mindre &n noll.

Over korta tidsperioder, ndgra f& manader, kan den additiva modellen vara rimlig att

anvanda men i detta arbete dar tidsperioden & ett & kommer i fortsétningen den
multiplikativa modellen att anvandas.
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3.2 Parameterskattningar

De parametrar som maste skattas & véntevardet m och variansen s for den
stokastiska variabeln u, i den multiplikativa modellen samt korrelationskoefficienten

r;, mellan varje par av tillgangar.

For tillgang i finns historiska observationer pA A mellan 1999-01-08 och 2002-01-31
for varjevecka. Lét a,,,...a, beteckna vérdena pa dessa observationer. Genom att bilda
varigblerna g, =Ina, - Ina,,,,, k=12...,n, erhdlls observationer pa u;.
Skattningarna av m och s * blir nu (se Blom [2] sid. 60) medelvérdet respektive
stickprovsvariansen for {g,}, det vill siga

én. (gik - gi )2 (3-17)

Korrelationskoefficienten mellan tillgangarna i och j skattas med (se Blom [2] sid.
167)

fy = (3.18)

N 1 ¢ A A
dér Sj :mka_-l((gik - m)(g,—k - mj))'

D4 det inte finns ndgra marknadsnoteringar for véardena pa aktierna i LFAB har det
antagits att LFAB har samma parameterskattningar som svenska aktier. Av samma
anledning har det antagits att likvida medel har samma parameterskattningar som
obligationer. | tabell 3.1 som fdljer redovisas samtliga parameterskattningar.

R Korrelationskoefficienter
Tillgang m s AKLF AkSv Fastigh AkNa AkEu AkJa AkAs Obl Lik med
Aktier LFAB| 0.0007  0.0333 1000 0.700 0410 0.638 0.880 0.265 0.553 -0.028 -0.028
Aktier Sverige] 0.0007  0.0333 1.000 0410 0638 0.880 0.265 0553 -0.028 -0.028
Fastigheter| 0.0040  0.0195 1.000 0.38 0411 0.074 0.262 -0.049 -0.049
Aktier Nordamerika] 0.0003  0.0304 1.000 0703 0.383 0.634 -0.016 -0.016
Aktier Europal 0.0001  0.0279 1.000 0.297 0.606 -0.009 -0.009
Aktier Japan| 0.0001  0.0364 1.000 0.417 -0.034 -0.034
Aktier Asien] 0.0012  0.0359 1.000 -0.132 -0.132
Obligationer| 0.0006  0.0043 1.000 0.300
Likvidamedel| 0.0006  0.0043 1.000

Tabell 3.1 Skattningar av vantevardet och variansen fér den stokastiska variabeln u samt skattningar
av korrelationskoefficienten mellan varje par av tillgngar. For korrelationskoefficienten
mellan LFAB och svenska aktier samt mellan obligationer och likvida medel ar vardena
tagna.
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Det maste dock namnas att skattningarna av vantevardena ovan & behéftade med stor
osakerhet. Man kan visa, se Luenberger [5], att for att fa en ndgorlunda god skattning
behovs historiska varden pa veckodata flera decennier tillbaka i tiden. Om man mot
formodan skulle fa tag pa sa mycket data & det normalt orimligt att anta konstant varde
under salang tid.

Skattningarna av standardavvikelserna & déaremot inte lika osékra. For att fa goda
skattningar behovs historiska varden pa veckodata nagra enstaka ar tillbakai tiden.
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3.3 Forvantad kapitalavkastning

Som namdes i borjan av detta kapitel ar kapitalavkastningen den férandring som sker
med véardet pa portfoljen over en viss tidsperiod. Med beteckningarna i detta kapitel ar
kapitalavkastningen for perioden [ O, T ]

R,(0,T) =V(T)- V(0) (3.19)

Vanligare & dock att man uttrycker avkastningen pa den relativaformen
R,(0.T) =V (T)- V()N (3.20)

For resultatrakningen ar endast (3.19) intressant men (3.20) & bra da avkastningen ska
jamforast ex med tidigare ar. Det & aven léttare att ha en kanda for de relativa vardena.
Den forvantade avkastningen och dess standardavvikelse berdknas Iétt med hjdlp av
vantevardet och variansen for vérdet pa portfoljen under den multiplikativa modellen,
(3.14) och (3.15).

Det & aven intressant att understka avkastningarna for de enskilda tillgangarna for att
fa en inbordes jamforelse; vilken tillgang har hogst avkastning, vilken bidrar mest till
risken o sv. For tillgang i & avkastningen for perioden [0, T ]

ROT)=h(A)- A(0) (3.22)

och den relativaformen ar

R(O,T)=(A(T)- A(0)/A(0) (3.22)

Den férvantade avkastningen och dess standardavvikelsen beréknas nu med hjép av
(3.12) och (3.13).

| tabellen nedan redovisas berékningarna av de forvantade avkastningarna och deras
standardavvikelser, vardena inom parentes &r avkastningarna med den relativa formen
uttryckta i procent. Vidare redovisas vilken allokering som har anvants samt belopp pa
ingangsvardena for respektive tillgang. Det ska &ven namnas att eftersom tidshorisonten
&r ett & och parameterskattningarna baseras paveckodatasaar T =52.
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Tillgang Allokering (%) | Ingansvarde |Forvantad avkastning Standar davvikelse
Aktier LFAB 26.1 489 897 000 32 947 818 (6.7) 127 436 291 (26.0)
Aktier Sverige 14.2 266 534 000 17 925 633 (6.7) 69 333 155 (26.0)
Fastigheter 20.6 386 662 000 94 637455  (24.5) 68134179 (17.6)
Aktier Nordamerika 5.7 106 989 000 4 300 664 (4.0) 24 665 806 (23.1)
Aktier Europa 4.5 84 465 000 2202 033 (2.6) 17 636 090 (20.9)
Aktier Japan 3.3 61 941 000 2511 363 (4.1) 17 217 832 (27.8)
Aktier Asien 14 26 278 000 2654068 (10.1) 7606810 (28.9)
Obligationer 20.2 379 154 000 12 486 429 (3.3) 12 226 847 (3.2)
Likvida medel 4.0 75 080 000 2 472 560 (3.3) 2421 158 (3.2)
Totalt 100.0 1877 000 000 172 138 023 (9.2) 265 100 691 (141)

Tabell 3.2 Resultat for avkastningen under den multiplikativa modellen: allokering, ingangsvérde,
forvantad avkastning samt standardawvikel se.

Mest uppseendeviackande med dessa varden &r att avkastningen for fastigheter ar sa hog.
Denna brukar sdllan dverstiga avkastningarna for aktierna. Vidare & avkastningarna for
ndgra av aktiesagen ovanligt laga. Vérdena pa standardavvikelserna ser déremot
rimliga ut.
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4 Resultatrakning

Nedan presenteras en forenklad resultatrékning med de for detta arbete mest intressanta
storheterna. Tva termer dyker upp som inte diskuterats tidigare: konsolideringskapital
och konsolideringsgrad. Konsoliderigskapitalet & summan av eget kapital, latent
skatteskuld i obeskattade reserver och Overvéarden/undervérden i totala tillgangar.
Konsolideringsgraden (uttryckt i procent) & konsolideringskapitalet i forhallande till
premieinkomsten och &r ett métt pa hur bolaget klarar av sina forsakringstaganden. En

konsolideringsgrad pa 100% betyder att

bolaget skulle kunna bedriva

forsakringsverksamhet under ett helt & utan nagra nya premieinkomster. Samtliga

varden i dettakapitel &r i tusentals kronor.

Forsakringsr orelsens tekniska resultat Not Standardavvikelse
Premieintakt 1 613 200

Forvantad forsakringserséttning (enl. tab. 2.4) -410 741 73781
Driftskostnad 1 -194 000

Forvantat tekniskt resultat (exkl kapitalavkastning) 8 459 73781
Kapitalavkastning

Forvantad kapitalavkastning (enl. tab. 3.2) 172 138 265 101
Forvantat tekniskt resultat 8 459 73781
Forvéantat resultat 180 597 275176
Konsolidering

Konsolideringskapital 1 1236 300

Forvéntat resultat 180 597 275 176
Forvantat konsolideringskapital 1416 897 275176
Premieinkomst 1 654 600

Forvantad konsolideringsgrad (%) 2 216 42

Noter:

1) Véardena hémtade fran arsredovisningen 2001.

2) Kvoten mellan férvantat konsolideringskapital och premieinkomst. Standardavvikelsen &r berdknad
som kvoten mellan standardavvikelsen for konsolideringskapitalet och premieinkomsten.
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4.1  Fordelningar for resultatet

Hitintills har fordelningarna for ersdttningskostnaden och vérdet pa portfoljen av
tillgangar bestamts. Fordelningen for erséttningskostnaden approximerades med en
transformerad normafordelning som tog hand om skevheten och vérdet pa portfdljen
approximerades under den multiplikativa modellen med en lognormalférdelning. For att
kunna berdkna percentilerna maste fordel ningen for resultatet (1.1) bestammas.

Att finna ett analytiskt uttryck pa foérdelningsfunktionen for resultatet da det bestar av
differensen mellan en lognormalfordelad variabel och en normalfordelad variabel ar
troligen svart, och vi har darfor valt tva andra tillvagagangssétt: dels har férdelningen
for resultatet simulerats, dels har den approximerats med en normalférdelning. Som
parametrar i normalfordelningen har anvants det forvantade resultatet och dess
standardavvikelse.

| foljande figur har fordelningsfunktionerna for resultatet plottats, dels da fordelningen
simulerats, dels d& den approximerats med normalfordel ningen. Overensstammelsen &
riktigt bra, dock Overskattar normalapproximationen, i jdmforelse med den ssimulerade
fordelningen, de lagre véardena och underskattar de hogre véardena.

0.9+

0.8

Normalapproximation
Simulering

0 L [ [ L [ [

-6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
resultat 8

Figur 4.1  Jamforelse av fordelningsfunktionerna for resultatet, dels da fordelningen simulerats, dels
da den approximerats med normalfordelningen.
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4.1.1 Percentiler

Den k:te percentilen x, for en fordelning talar om att k % av véardena & mindre an
denna. Det kan uttryckas som att det & k % sannolikhet att fa ett varde som & mindre
an x, . Allmént erhdls den k :te percentilen fér en fordelning med férdel ningsfunktion
F som x, = F*(k).

Nedan foljer nu percentilerna for det tekniska resultatet, resultatet,
konsolideringskapitalet samt konsolideringsgraden. Den forsta tabellen visar
percentilerna da fordelningen for resultatet simulerats och den andra da foérdelningen
approximerats med normalfordel ningen.

Per centil Tekniskt resultat Resultat Konsolideringskapital | Konsolideringsgrad (%)
5% -111 634 -244 056 992 244 152
10% -85 618 -159 502 1076 798 164
25% -41 709 -11 801 1224 499 187
50% 7718 166 322 1402 622 214
75% 57 819 358 029 1594 329 244
90% 103 489 541 006 1777 306 272
95% 131 082 654 753 1891 053 289

Tabell 4.2 Percentiler for det tekniska resultatet, resultatet, konsolideringskapitalet samt
konsolideringsgraden da fordelningen simulerats.

Per centil Tekniskt resultat Resultat Konsolideringskapital | Konsolideringsgrad (%)
5% -111 634 -272 027 964 273 147
10% -85 618 -172 055 1064 245 163
25% -41 709 -5 006 1231294 188
50% 7718 180 597 1416 897 216
75% 57 819 366 201 1602 501 245
90% 103 489 533 250 1769 550 270
95% 131 082 633 222 1869 522 286

Tabell 4.3 Percentiler for det tekniska resultatet, resultatet, konsolideringskapitalet samt
konsolideringsgraden d& fordelningen approximerats med Normalfordel ningen.

Den lagsta percentilen (5%) & mest intressant héar da den kan utldsas som ett varsta
tankbara scenario for det kommande aret, liknande begreppet "Value at Risk” (VaR).
Hér handlar det dock om vad resultatet kommer bli som samst, i VaR handlar det om
det storsta belopp man riskerar forlora.

Med 5% sannolikhet hamnar vi under en konsolideringsgrad pa 152 respektive 147
procent. Det betyder att LF Skane har goda marginaler dven i ett varsta scenario.
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5 Sammanfattning och kommentarer

Malet med detta arbete var att bestamma percentilerna for resultatet givet en viss
allokering. For att kunna berékna dessa bestamdes férdelningen for resultatet i kapitel 4.
Tva olika tillvagagangssitt anvandes och jamfordes, dels simulerades fordelningen, dels
anvandes normal approximation. Av percentilerna & de lagre av storst intresse da de kan
utlasas som ett varsta scenario. FOr konsolideringsgraden, som ar ett métt pa hur bolaget
klarar av sina forsakringsdtaganden, & vardet pa 5%-percentilen 152%, da fordelningen
for resultatet smulerats. For att dra strst nytta av arbetet ska percentilerna for olika
allokeringar jamforas s att beslutsfattarna vid bolaget har aternativ att valja mellan.

Som en intressant jamforelse har percentilerna for resutatet berdknats da bolagets totala
kapital investerats till riskfri ranta pa 3.3%, d.v.s. da den férvantade avkastningen
betraktats som konstant. Foljande tabell redovisar percentilerna for resultatet och
konsolideringsgraden.

Per centil Resultat, tkr Konsolideringsgrad
5% -52 138 181
10% -24 916 185
25% 20 469 192
50% 70 931 200
75% 120 399 207
90% 164 308 214
95% 189 925 218

Medianen har minskat i jamforelse med percentilerna i tabellerna 4.2 och 4.3 och
spridningen har naturligtvis ocksa minskat.

Utbver percentilerna visar studien att for det behandlade bolaget rader stor skillnad
mellan risken i forsakringsverksamheten och risken | kapitalférvaltningen.
Standardavvikelsen for kapitalavkastningen pa tillgangsportfoljen & 6ver tre ggr sa stor
som standardavvikelsen for ersattningskostnaden. | figuren nedan & en grafisk
jamforelse mellan standardavvikelserna for de enskilda tillgangarna, portfoljen samt
ersattningskostnaden gjord. Noterbart & att standardavvikelsen for aktier i LFAB
ensamt & betydligt storre dn standardavvikelsen for erséttningskostnaden och att bade
svenska aktier och fastigheter var for sig har ungefdar lika stor risk som
ersattningskostnaden.
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Jamforelse av standardavvikel ser
300

250

200

150

milj kr

100 -

50 -

Arbetet skulle kunna utvecklas pa nagra omraden. FOr erséttningskostnaden bor man
sargranska skador uppkommna pa grund av naturkatastrofer och for LF Skane sarskilt
stormskador. Detta ar viktigt men det & samtidigt svart att fa sakra skattningar da
datamaterialet & tunnt. FOr resultatet saknas ocksa en post for avvecklingsresultatet,
d.v.s. forandringen av reserverna, som skulle behéva modelleras.
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A Appendix

A.1 Sannolikhetsfordel ningar

Nedan presenteras de sannolikhetsfordelningar som har anvénts i kapitel 2. For
utforligare berékningar se Johansson [4]. For den inversa normalférdelningen se éven
ter Berg [6].

A.1.1 Poissonfordelningen, X1 Po(l )
Sannolikhetsfunktion

P(X:k):e"lﬁ, k=012..., | >0

Vantevérde, varians och skevhet

E(X)=1, var(X)=1, Skevhet(x):%

A.1.2 Negativa binomialférdelningen, X1 NegBin(a,b)
Sannolikhetsfunktion

p(x =k)=S8*Eb 921 9 | _ 515 | abso0
Ga)k! gb +15 gb +14
Vantevérde, varians och skevhet
a a(b +1) b+2
E(X)=—, Var(X)= ,  Kevhet(X )= ———
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A.13 Paretoférdelningen, X1 Pafa,g)
Téthets- och fordelningsfunktion
..

g a
()= gr FH)=1-E5-2. x>0

Vantevéarde, varians och skevhet

a 2

E(x)=-2, g>1 var(X)=— &

9-1 962 77"

sore(x) = 202 6o - sa- - 9+(0- 206-3). 953

)

Parameterskattningar med maximum-likelihood-metoden

a a |losningen till ekvationen i+b(a):1, déar a(a):lé a och
a@) Na + X,
18 e@®a 0
b(a)——ellog +Xk3’
g 2@
t- a@)

A.1.4 Lognormalférdelningen, X1 LogN(m,s)
Téathets- och fordel ningsfunktion

1 i (logx- m?u aogx- mo
f(x)= expi- ————v, F(x)=F %, x>0
) J2psx p% 2 2 g g £ s o

Vantevérde, varians och skevhet

e - 3" +2e°

(eSZ (e - 1)V2

E(x)=e"=", Vaf(><)=ez””sz(esz-1), Skevhet(X) =

Parameterskattningar med maximum-likelihood-metoden

~_ 14 A
logx,, S =-Q (logx,)?- nr
1 N k=

Qo5

m=

Sk

=~
1
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A.15 Inversanormalférdelningen, X1 InvN (m,f)
Téthets- och fordelningsfunktion

F(x) = f nfsexp}_f(x- m)2i,1’ F(X):Fg{x- m)\/f_%'-erFg (x+m)\/f_% .
2 T amp 5 5

Vantevérde, varians och skevhet

E(X)=m, Var(X):T—Z 3

n=x, f= , dar X =

A.1.6 Empiriskafordelningen

Antag att utfallen x,,...,x, & n observationer pa de oberoende stokastiska variablerna
Xih..., X,,, adla med fordelningsfunktion F . Den empiriska fordelningsfuntionen fas

d.v.s. som andelen observationer som & mindre an eller likamed x.
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A.2 ML-skattningarna for parametrarna i den negativa
binomialférdelningen

X, T NegBinfagw,,b,), i=1...10

Den logaritmerade likelihood-funktionen, baserad pa observationerna x, ..., %, , &

(5, by) = 10ge0) Py, (X)2= & log py (%)
gizl g i=1

a W,

¥ aw, +x)eb, 0" & 1 o 0
= log¢ T
=1 8G(aowi)xi! b, +1gy gb +1g -

={&(p) = (p- DG(p- D), for reslla p>1}

10 @1 %l 5" 0
=8t Ol +if 202 £ 37
i=1 gxi!kzo b 1z b, +1g p

-1

=

0

X

&

log@ g, +K) - log(x!) +agw, (logb, - log(b, +1)- X, log(b, +1)3
0 (4]

Qo

=
1

¥t ¥ ¥
=a A loglagw, +k)+a,(logb, - log(b, +1))q w; - log(b, +1Q X
i=1 k=0 i=1 i=1
%0
- & log(x!)

i=1

De partiella derivatornablir

1 Pt ( )%P
= +({logb, - log(b, +1))gq w;
fa, &% aw, +k ° ora
10 xb-l o 0(1)0
=aw, +log aWw
ia:.l ka—o 0W| + k bo +1bi:1
SN SO S SV S O
b, Ogbo by +1gs = by +15

Y R
bo(b, +) A" b +1&%
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Vi sétter 1 =0 och LN =0 och f&r ML-ekvationerna

a, o
}'gw Xg . -Iog&b‘)”ggw
| id T a W
:|: i=1 k=0a0Wi + k g bO @i=1
I
i aw
by =—2
T X

Genom att ta uttrycket for b, i den andra ekvationen och stoppa in i den forsta
ekvationen sa erhdlls foljande ekvation for a,,

gw Xél 1 - Iog§+ X 08 w
i - = [ i
=1 keo@oW; K aW g

Den numeriska lGsningen till denna ekvation & ML-skattningen av a ,. ML-skattningen
av b, fasdarefter som
aw

X

b, =

Notera att eftersom vantevardet i den negativa binomiaférdelningen & a/b blir det
skattade vantevardet X/W , vilket & detsamma som i Poissonfallet.
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A.3 Jamforelse av fordel ningsfunktioner

A.3.1 Skadegren Hem 01
Vald férdelning: lognormal.

Skadegren 01

T T T T T T
o8l ———
_——
— //
=
0.7 - /// -
////
0.6 - - -
0.5 - -
0.4 - -
0.3 - -
0.2 - -
/ ——— Empirisk
—— Pareto
0.1 ——— Lognormal 7
—  Invers Normal
(o] L L L L L L L L L
0] 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000

Figur 1a Intervall 0— 10 000.

Ersattningsbelopp

Skadegren 01

10000

0.98 -
0.96
0.94
0.92
0.9+
0.88
—— Empirisk
0.86 - / ——— Pareto |
/ ——— Lognormal
/// —— Invers Normal
/
0.84 . L L I I L [
1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
Ersattningsbelopp % 10%

Figur 1b Intervall 10 000 — 50 000.
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Skadegren 01

0.999

0.998 -

0.997 -

0.996

0.995

0.994

0.993

0.992 -

0.991 H

Empirisk
Pareto
Lognormal
Invers Normal

.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

0.99 [ [ [ [ [ [ [
0] 4 4.5 5 55
Erséattningsbelopp M 105
Figur 1c Intervall 50 000 — stdrsta observation.
A.3.2 Skadegren Villa02
Vald fordelning: lognormal.
Skadegren 02
T T T T T T i
///// -
0.6 - - .
_—
_— e’
- ///
0.5 / _
7
5
0.4 -
0.3 i
0.2 i
— Empirisk
01r —— Pareto B
—— Lognormal
— Invers Normal
0 — [ [ [ [ [ [ [ [ [
0] 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

Erséattningsbelopp

Figur 2a Intervall 0 — 10 00O.
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Skadegren 02

T T T T
0.9
0.85 -
0.8
0.75 -
— Empirisk
0.7 - ) — Pareto 7
/ —— Lognormal
/ — Invers Normal
/ [ L L [ L [
1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
Ersattningsbelopp % 10°
Figur 2b Intervall 10 000 — 50 000.
Skadegren 02
1+ T T
—
0.99 - i
0.98 - i
0.97 - i
0.96 - _
0.95 - — Empirisk B
—— Pareto
—— Lognormal
— Invers Normal
0.94 | | [ L L [
1 2 3 4 5 6
Ersattningsbelopp % 10°

Figur 2c Intervall 50 000 — stdrsta observation.



A.3.3 Skadegren Villahem 03
Vald férdelning: Pareto.

Skadegren 03

T T T T T T T T
__—
0.7+ /////'/ — _|
o ——
//// /
0.6 - — i
- g
// =
0.5 / .
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0.1- —— Pareto b
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Figur 3a Intervall O — 10 00O.
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1 2.5

Figur 3b Intervall 10 000 — 50 000.
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Erséattningsbelopp
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Skadegren 03

T T T T T

0.995

0.99

0.985

0.98

0.975

Empirisk
Pareto
Lognormal
Invers Normal

0.97 I | I I I ]
5 6 7 8 9 10
Ersattningsbelopp X 105
Figur 3c Intervall 50 000 — 1 000 000.
A.3.4 Skadegren Fritidshus 04
Vald férdelning: lognormal.
Skadegren 04
06 | T T 1 T T //V/l/// — |
////
/ g
- =
i
05} _ — — =
_— -
0.4+ / .
0.3 -
0.2 i
0.1 — Empirisk -
— Pareto
—— Lognormal
——— Invers Normal
- [ [ [ [ [
O0 10[00 20[00 30[00 4600 5000 6000 7000 8000 9000 10000

Ersattningsbelopp

Figur 4a Intervall 0 — 10 00O.
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Skadegren 04

T T T T T T T
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—— Pareto
0.65 - / —— Lognormal b
/ — Invers Normal
| [ | | [ | [
1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
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Figur 4b Intervall 10 000- 50 000.
Skadegren 04
1 [ T T T T T T T T T §
0.99 - il
0.98 - i
0.97 - 4
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0.95 — Empirisk 7
—— Pareto
—— Lognormal
— Invers Normal
0.94 I I | I | | | | I
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Erséttningsbelopp % 10°

Figur 4c Intervall 50 000 — 1 000 000.
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A.3.5 Skadegren Fastighet 05
Vald férdelning: lognormal.
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T T T T T T
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Figur 5a Intervall 0 — 10 00O.
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Figur 5b Intervall 10 000 — 50 000.
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Skadegren 05
1 T T T T T

0.98

0.96

0.94

0.92
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—— Pareto
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0.8 [ [ [ [ [ | [ [ [ I
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Figur 5¢ Intervall 50 000 — 1 000 000.
A.3.6 Skadegren Lantbruk 06
Vald férdelning: Pareto.
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Figur 6a Intervall O — 10 00O.
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Skadegren 06

0.8
0.75 -
0.7
0.65 -
0.6 -
0.55 -
osr Empirisk
Pareto
Lognormal
0.45 Invers Normal |
[ [ [ [ [ [
1 1.5 2 2.5 3 3.5 4.5 5
Erséttningsbelopp % 10°

Skadegren 06

0.98
0.96 -
0.94 -
092
09l
0.88
086
0.84
/

r

0.82 H

0.8 L L L I | |

Empirisk
Pareto
Lognormal
Invers Normal

| [

Ersattningsbelopp
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A.3.7 Skadegren Paket 07
Vald fordelning: Pareto.
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Figur 7b Intervall 10 000 — 50 000.
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Skadegren 07
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Figur 7c Intervall 50 000 — 1 000 000.
A.3.8 Skadegren Foretag 08
Vald férdelning: lognormal.
Skadegren 08
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///ﬂ
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| / |
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Figur 8a Intervall 0—50 000.
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Skadegren 08

1 T T T T T T T T
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0.94 -
0.92 -
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0.82 - Pareto |
Lognormal
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08 [ [ [ [ [ [ [ [
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Figur 8b Intervall 50 000 — storsta observation.

A.3.9 Skadegren Foretag 09
Vald fordelning: Pareto.
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Figur 9a Intervall 0 —50 00O.
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Figur 9b Intervall 50 000 — stdrsta observation.
A.3.10 Skadegren Affar 11
Vald férdelning: lognormal.
Skadegren 11
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— "
/,/ =
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Y
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Figur 10a Intervall 0 — 50 000.



Skadegren 11
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Figur 10b Intervall 50 000 — stdrsta observation.

A.3.11 Skadegren Kombinerad 12
Vald férdelning: Pareto.
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Figur 11a Intervall 0 —50 000.
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Skadegren 12

T T T T T T T T T
1 -
0.95 -
0.9 -
0.85 -

Empirisk
—— Pareto
0.8 ——— Lognormal
| —— Invers Normal
[ [ [ [ | [ [ [

[
1 2 3 4 5 6 7 8 9
Ersattningsbelopp

Figur 11b Intervall 50 000 — 1 000 00O.

A.3.12 Skadegren Smaforetag 13
Vald férdelning: Pareto.
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Figur 12a Intervall 0 — 50 000.
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Skadegren 13
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Figur 12b Intervall 50 000 — storsta observation.

A.3.13 Skadegren Kommun 14
Vald fordelning: invers normal.
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Figur 13a Intervall 0 —50 000.
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Figur 13b Intervall 50 000 — storsta observation.

A.3.14 Skadegren Bat 20
Vald férdelning: lognormal.
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A.3.15 Skadegren Olycksfall 30
Vald férdelning: Pareto.
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Figur 15b Intervall 50 000 — storsta observation.
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A.3.16 Skadegren Motor 40
Vald férdelning: lognormal.
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Figur 16b Intervall 10 000 — 50 000.
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Skadegren 40
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Figur 16c Intervall 50 000 — stdrsta observation.
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A.4 Modifierade statistikor

Genom att berakna momenten E(min(c, X)k): O f (x)dx +c*(1- F(c)) for k=123
0

kan statistikorna allmént beréknas enligt
E(min(c, X)) = E(min(c, X)*)

Var (min(c, X)) = E(min(c, X)?)- E(min(c, X))?

Ske\/het(min(c, X)) _ E(mi n(c, X)3)' SE(miT/(aCr’ (Xm);)(li(r;;r)]g;’ X)) + 2E(mi n(c, X))a

A.4.1 Paretofdrdelningen

E(min(c, X)) = ch (x)dx+c(1- F(c))

=X 2N +1dx+c(}1- a:el_ae a’ @
o (@ +x) < é g(a +¢)’ Zo
:tji‘ xa? u ¢ a¢ o+ ca’
e @+xh ca+xf  (@+cf
_. c°® ¢ a’ UC+ ca?
@+cf & (0-a+xf'g (@+cf
a‘ a’

= ...{upprepad partialintegration}...
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= ...{upprepad partialintegration}...

__ ca’  3fa’ 6ca ¢
e+ ©-Da+cf" -Uo- e +oP”

] 6a’ N 6a ¢ N c’a?
0-20-20-3)a+c)f® (@-1o-2)g-3p** (@+cf

_ 2 e 0 3ca’ @c 29
(9'1)(9'2)(9'3)§ & +cp g(g-l)(a+c)9'2§a+c - 2)g

A.4.2 LogNormalférdelningen

E(min(c, X)*) = E‘y" f (x)dx+c(1- F(c))

Forstatermen i hdgerledet blir

% 9 1 i (logx- m?U
Kf (x)dx = oK ———exp| - ~—————ydx
O( () OO( \/ESX pl 252 f\;

0 I
:iu =logx, du :ldxl’J
. <5

logc

1 i (u-m*d

= e expj - ~———ydu
0% Tps T =7 )
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1 1 (- m?- 2uks 2)u

= expj - du
9\/55 T 2s 2
Cm 13 (u- (meks ) - 2kes 2 - ks 0
=0 expy - 5 ydu
5y \2ps 2s b
logc h 2
ik y 1 | (u- (m+ks )) i
=e expj - 7du
9\/55 § 25 ? %
N _ 2 .
::'v:(u (m+s )), dvzldul'J
0 S S g
= " i"zsz(logC_(W(‘;SZ))/s —expi’- vy
-¥ \/5 1 2%
12 2 - - 24
_ gomiis I:aEtogc m- ks g

S ]

Tillsammans med andra termen i hogerledet ovan blir det k : te momentet

E(min(c, X)) = e @09C- M- ks 29+c"§[ adogc- mos

-F
S a gsm

A.4.3 Inversa Normalférdelningen

Resultaten i denna avdelning &r till stora delar hamtade fran ter Berg [6].

Den momentgenererande funktionen for min(c, X) for den inversa Normalfordelningen
har utseendet

M(t) =e®(1- F(c|mf))+€e "F(c|m,h)
N nf 2 P : 0 N
déar sz och h—(f - 2tnf) ar hjdpvariabler som beror pa t. Det galler att

e f(cimf)=€"f(c|mh).

Genom att berdkna de tre forsta derivatorna for den momentgenererande funktionen
ovanmap t och sedan sitta t =0 fas de tre forsta momenten fér min(c, X) . Foljande

hjalpderivator kommer att kommatill anvandning



dm/dt =m?/h

dh/dt =-m

de" " /dt =me "

dF (c| m h)/dt = 2mF ((c- m)vh/vme)- F(c]mh)}
dF ((c- m)vh/vme)/dt =- ¢2f (c[mh)/h

df (c|m,h)/dt = (c- m)f(c|mh)

Nu fas att

M &) = ce® (1- F(c|mf ))+mef'hF(c|m,h)+2mef‘“{F((c- m)\/ﬁ/\/E) F(c|m,h)}

= ce®(1- F(c|mf))+me "™2F (c- mvh/vme)- F(cmh)

M &t) = c’e” (1- F(c|mf ))+mT2ef'h{2F((c- m)\/ﬁ/\/ﬁ)- F(c|m,h)}

+me {2 ¢ el mhy/h)- 2mfF (e~ mvh/Vime)- Feimm)

=c%e%(L- F(c|mf))

+%ef‘h{2mF (- mpvR/Vme)+m(h- )F(c|mh)- 2¢2f (c|m, )}
M @) = c®e” (1- F(c|mf))

+2h—”;2ef-h{2mF (- mpvR/vme)+ mh- )F(c|mh)- 2¢2f (c|m, )}

+mT2ef'h{2mF (¢~ myR/vme)+ m(h- )Fc|mh)- 2¢2f (c[m,h)}

+ T r{em/ny (e~ mvh/Vinc)- ¢t cimh)

+2m?((L- Y2h- h)F(c|mh) +(h- 1F ((c- mh/mc)
- 2¢2(c- m)f(c|mh)}

=c%" (1- F(c|mf))
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+h—r2ef-“{2m2(3+ h2)E (¢~ m)vh/vme)+ m2(3h- h? - 3)F (c|m,h)

c?(2ch+h+4m)f (c|m h)}

Momenten kring origo blir nu

E(min(c, X)) =M (0)

He- myf 9
=c(1- F(c|mf))+2nF nF(c|mf)
S I 3
E(min(c, X)2)= M &0)
_ 2n? ®e-myf O e 1
=c2(L- F(c|mf))+ R gl-f—gF(CImf)
M mt)

E(min(c, X)*) = M &0)

c*(1- F(C|mf)+2m§’i %%:g{c m)\/_o
2
+mg— 1:F(C|mf) C"gaQ_C+l+?_r:]—f(Clmf)
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A5 Skevheten for summan av oberoende stokastiska
variabler

L& {X, ;i=123,..} varaen mangd av oberoende stokastiska variabler och 1& k , och

k} beteckna andra respektive tredje centralmomentet for X, . Skevheten definieras som

tredje centralmomentet dividerat med andra centralmomentet upphdjt till 3/2. Skevheten
for summan blir nu

..--30
E%a’ X, - EQQ X, 22 *
6_ & i g4
Sevhetcq X, += -~
ei 7} 2 @
eSCh X, - ERR X &7
g i ei 20 5
Utveckling av téljaren
00 @& 5 ¢
E‘}ga X, - EQA X, 2 T=EGCR (X, - E(x))2 T={x =X, - E(x)}
i e Br, & P

ty E(Xi*): E(Xi } E(Xi))= E(X;)- E(X;)=0

For néamnaren & utvecklingen kand

Egaxi'E(}a Xlgi: :Qaklzg
i e 20 ei %]

Skevheten for summan av oberoende stokastiska variabler far alltsa utseendet

0
. ak;

Sevhettq X, 2= ——

ei @ a& , 0°
gasz

ei 1]
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